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0. Zdklady matematickej logiky. Mnoziny

Vyroky
VYROKOM je kazda oznamovacia veta, o ktorej ma zmysel hovorit, &i je
pravdiva (pravdivostni hodnotu vyroku je pravda oznacujeme 1) alebo nie
(pravdivostni hodnotu vyroku je nepravda oznacujeme Of Vyroky sa
oznacuji vel'kymi pismenami 4, B, ..., Z.
Z jednoduchych vyrokov sa daji pomocou logickych spojok
tvorit VYROKY ZLOZENE:
A A B je KONJUNKCIA VYROKOV
A v B je ALTERNATIVA (DISJUNKCIA) VYROKOY
A = B je IMPLIKACIA VYROKOY #”
A & B je EKVIVALENCIA YYROKOY /

LOGICKOU SPOJKOU je teda:

« symbol A, ktory ¢itame ,a zarovefi”,

« symbol v, ktory citame Lalebo* (v nevyluGovacom zmysle, v zmysle
aspon jeden),

+ symbol =5, ktory Gitame ,ak, tak* (.z ... vyplyva ..."),

= symbol 05. ktory ¢itame .prave viedy, ked™ (,.vtedy a len vtedy, ked™).

Pravdivostné hodnoty
zlozenych vyrokov
sti uvedené v tabulke:

Negdcia vyroku
NEGACIOU VYROKU A je vyrok A" (oznacujeme ho aj —A),
ktory popiera 10, ¢o vyrok A tvrdi (ma opacnu prayv-
divostni hodnotu ako vyrok A). Negdciu vyroku A4
tvorime obvykle takto: Nie je pravda, Ze A.

NEGACIA ZLOZENYCH YYROKOV:
(AAB)Y =A"VE

(A=>BY =A'AB = AAB
N g el gh

st neAqrLO M

VYROKOVOU FORMULOU je logické spojenie viacerych vyrokov pomocou zatvoriek a symbolov A, v,

Kvantifikované vyroky

KVANTIFIKOVANE VYROKY sl také vyroky, ktoré udavaju pocet. VSEOBECNY
(VELKY) KVANTIFIKATOR V vyjadruje, Ze kaZdy uvaZovany objekt ma
(alebo ziaden nema) vlastnosf, o kiorej hovorime. EXISTENCNY (MALY)
KVANTIFIKATOR 3 vyjadruje, Ze aspof jeden uvazovany objekt ma
vlastnost, o ktorej hovorime.

‘g*

LA

Obsah kapitoly:

2 Vyroky
2 Negacia vyroku

a Kvantifikovane vyraky

2 Mnoiiny o operdcie s nimi

Prikladom vyroku je veta Dnes je
utorok. Vyrokom nie je napr. veta
Pozor na psa.

Prikladmi zlozenych vyrokov st
vety:

a) Som doma a upratujem si izbu.
b) Zavolam Eve alebo za nou
zdjdem.

¢) Ak budem rodicov pocuvat, tak
na Vianoce dostanem mobil.

A A B éitame A zaroven B,
A v B citame A alebo B,

A = B citame ,ak A, tak B*,
A < B éitame A prave vtedy,
ked B,

Vyrok Dnes je utorok znegujeme
bud' Dnes nie je utorok., alebo Nie
_Je pravda, Ze dnes je utorok.

(AvB) =A"AB'

(A= B)Y =(AABYv(A' AB)

’
y TP

V éitame ,kazdy", ,vietky",
Slubovolny” ...

3 gitame ,existuje aspon jeden®,
Lniektory” ...

g

/}u:.iu{ 4



Mnoiny a operdcie s nimi

avujeme sﬁbér (zoskupe-
nye 1 objektov, ktoré maju spoloénu
v[astnost podra ktorej mozeme rozhodnuf ¢i do mnoziny
patria alebo nep:trla. Jednotlivé objekty potom nazyvame
PRVKY MNOZINY.

(A, B, ...). jednotlivé prvky mnoziny malymi pismenami
abecedy (a, b, ...).

Zapis a € A Gitame ,.a je prvkom mnoZiny A“.
Zapis b € A citame b nie je prvkom mnoziny
A"
Mnoziny uréujeme:

vyniemnim t.j. uvedenim v3etkych jej prvkov; 4 Mnozina uréena vymenovanim je napr.

» charakteristickou viastnostou, pricom charakteristicki A ={1,2.3.4}.

Viastnost ¥ overujeme v zakladnej mnozine U, ktora .

obsahuje vietky objekty, ktoré nas zaujimajti. Mnozinu uréenu charakteristickou vlastnostou

4 i . zapisujeme A = {x e U; ¥ (x)}.
Mnoziny (a opericie s nimi) znazoriiujeme pomocou tzv.

VENNOVYCH DIAGRAMOY, €o st grafické priehradkové sché-

. 5 ! L Ak A B, hovorime tiez, ze Aje
my, v ktorych mnoZiny znazoriujeme uzavretymi ¢iarami.

PODMNOZINOU (alebo Eastou) mnoziny B
PRAZDNA MNOZINA je takd mnoZina, ktora neobsahuje ani Ak A c B, hovorime tiez, Ze A je :
jeden prvok. Obvykle ju oznaéujeme @, pripadne { }. VLASTNOU PODMNOZINOU (alebo pravou
¢asfou) mnoziny B.

Tabul'ka mnoZinovych operacii:

AcB
INKLUZIA MNOZIN
A, B

AcBe(VrelUxeA=xeB)
A je podmnozinou B prave vtedy, ked kazdy A alebo
prvok mnozZiny A je zaroven prvkom mnoziny B.

A=B | A=B&(Vxel:ixeA e xeB) A=B
ROVNOST MNOZIN Mnoziny A, B sa rovnaju, ak prvok patri do
A B | mnoZmy A prave vtedy, ked patri do mnoziny B.

AcB AcBe(AcBAA#B) - 3 B
OSTRA INKLUZIA Mnozina A je vlastnou podmnozinou mnoziny B,
MNOZIN | ak A je podmnozinou B a pritom sa mnoZina A |
A B nerovna mnozine B,
AuUB AuB={xeUxeAvxeB} A : B
ZIEDNOTENIE MNOZIN | Zjednotenim mnoZin A a B je mnozina, ktorej
‘ A B . kazdy prvok patri do jednej z mnozin A, B. . —AUB iy |
AnB AnB={reU:xeAnrxeB} A B I
PRIENIK MNOZIN | Prienikom mnozin A a B je mnozina, ktorej kazdy .
A B | prvok patri do mnoZiny A aj do mnoziny B. ' AnB
A-B A‘~B={xe-|j.l:xEAf\x£B} 3y B |
) Rozdielom mnozin A a B je mnozina, I ;
ROZDIEL MNOZIN ——— ; : =
ktorej kazdy prvok patri do mnoziny A a zaroven | ; I
A B : =
nepatri do mnoziny B. A-B




1. Prirodzené cisla

Definicia prirodzenych cisel

PRIRODZENE CISLA vyjadruju nenulovy pocet prvkov. Mnozinu
{obor) prirodzenych ¢isel ozna¢ujeme pismenom N. Mnozina pri-
rodzenych ¢isel ma nekonecne vela prvkov.

Vety o operdcidch s prirodzenymi cislami

Prirodzené Cisla mozeme scitaf, odéitat, nasobit i deli, pripadne
umocnovaf, odmocnoval. Vysledkom séitania a nasobenia priro-
dzenych cisel je vidy prirodzené ¢islo. Vysledkom od¢itania a dele-
nia prirodzenych ¢isel viak prirodzené ¢islo byt nemusi. Hovorime,
Ze MNOZINA prirodzenych ¢isel je UZAVRETA vzhladom na sCitanie
a nasobenie, nie je uzavretda vzhladom na odéitanie a delenie.
Pri s¢itani a nasobeni (nielen prirodzenych €isel) je mozné zmenif
poradie s¢itancov alebo ¢initelov, pri odcitani a deleni to viak nie je
mozné. Hovorime, Ze pre sCitanie a nasobenie plati KOMUTATIVNY
ZAKON, pre odéitanie a delenie viak neplati.

Obsah kopitoly:

{0 Definicio prirodzenych cisel

O Vety o operdciach s prirodzenymi cislomi

Q Prvoiislo o éislo zlozené, rozklad tislo
na prvoislo

0 Delitelnost o znaky delitel nosti

@ Naojvadsi spoloény delitel

o nojmensi spolotny ndsobok

Cislo nula nepatri medzi prirodzené
cisla. Prirodzené ¢isla st: 1, 2, 3, 4, 5...

=20 a0 as=h - 8

\[-I'I'.-\ St séilani . Suceta+ bje prirzené ¢islo. ! . 10+5eN |

Q UZAVRETOSTI nasobenia Suin a- bje prirodzené Gislo. |  8.7eN ‘

: VETA | sciania | | at+b=b+a [ 1+19=1941 |

0 KOMUTATIVNOSTI | wigobenia || BT | PR .

= VETA ¥ sCitania (a+b)+c=a+(b+c) | (ll;?’)+3=l]+{2?+3) !

OASOCIATIVNOSTI | nisobenia (ab)c=a(be) (24:3).65=24.(3:65) |
VETA cisla 1 vzhladom

a-l=a

0O NEUTRALNOSTI na nasobenie

VETA nasobenia vzhl'adom
O DISTRIBUTIVNOSTI | na sCitanie

a-(b+c¢)=ab+ ac [

59-1=59

5(2+3)=52+5'3

e Vypocitaj o najefektivnejsie:

4-31-25+17-32+8-465-7-32+2-465=

4-31:25+17-32+8-465—-7-32+2-465=100-31+(17-7)-32+ (8 +2)-465 =

=3100+ 320+ 4650 =8 070



Prvodislo a dislo zlozené, rozklad Gisla na prvodisla

Vsetky prirodzené Gisla nemaji rovnaky pocet delitelov. Podla poctu
delitelov rozdelujeme prirodzené Gisla na prvocisla, zlozené Cisla
a ¢gislo 1.

Prirodzené Eislo nazveme PRVOCISLOM, ak ma len dvoch delitelov, a to
1 a samo seba. Prirodzené Gislo nazveme ZLOZENYM CISLOM, ak nie je
prvogislom ani islom 1, da sa teda rozlozit na si¢in aspon dvoch
roznych prvogéisel.

fel Uréi najvicsie dvojciferné prvocislo.
99, 98, 97, 96...
99 je ¢islo zlozené.
98 je cislo zloZené.
97 je prvocislo.
Cislo 97 je najviicsie dvojciferné prvocislo.

PRVOCISELNY ROZKLAD ¢isla (alebo rozklad éisla na prvocisla) je zapis
¢isla pomocou prvoéisel. Zakladnou metodou uréenia prvociselného
rozkladu zloZeného €isla n je jeho postupné (i niekol’konasobne) delenie
prvogislami 2, 3, 5... mensimi neZ cislo n.

Delitel'nost’ a znaky delitel nosti

Cislo a je DELITELOM ¢isla b (alebo ¢islo b je delitelné ¢islom a), ak
po deleni Gisla b &islom a dostaneme prirodzené éislo. Cislo a je
NASOBKOM ¢isla b, ak existuje také prirodzené gislo k. Ze a = b-k.

SPOLOCNY DELITEL ¢isel @, b je €islo, ktoré obe ¢isla deli (bez zvysku).
SPOLOCNY NASOBOK ¢isel a, b je &islo, ktoré je delitel'né oboma ¢islami.

CISLO JE DELITELNE:
dvoma, ak ma na mieste jednotiek jednu z ¢islic 0, 2, 4, 6, 8;

troma, ak je jeho ciferny sucet delitelny troma;

Styrmi, ak je jeho posledné dvojcislie 00 alebo delitelne Styrmi;
piatimi, ak ma na mieste jednotiek &islicu 0 alebo 5;

Siestimi,  ak je parne a delitel'né troma;

osmimi,  ak je jeho posledné trojéislie 000 alebo delitelné 6smimi;
deviatimi, ak je jeho ciferny sucet delitelny deviatimi;

desiatimi, ak ma na mieste jednotiek islicu 0.
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Prvoéisel i zlozenych cisel je
nekoneéne vela. Existuje jedine
parne prvogislo, a to ¢islo 2.

Priklad niekol'kych prvych prvoci-
sel: 2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, ...
Priklad niekolkych prvych zloze-
nych &isel: 4, 6, 8,9, 10, 12, 14, 15,
16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27,
28, .-

Vypiseme najvacsie dvojcifemne cisla.
Delitefom 99 je 1, 3, 9, 11, 33, 99.
Delitefom 98 j& 1, 2,7, 14, 49, 98.
Delitefom 97 je len 1 a 97.

Prvociselny rozklad ¢isla 12 342
je2:3-117 :17=12342
Prvociselny rozklad Gisla 8 633
je89-97=8633.

Ak je €islo a delitelom ¢&isla b, tak
je cislo b nasobkom ¢isla a.
Prirodzené cisla nazyvame
NESUDELITEENE CISLA,

ak nemajl iného spolo¢ného
delitel'a nez éislo 1.

Spoloénym delitelom cisel § a 12 je
napr. ¢islo 2, spoloénym nasobkom
¢isel 8 a 12 je napr. €islo 24.

CIFERNY SUCET ¢isla je sucet ¢islic
jeho dekadického zapisu.

Cislo 3 642 je deliteI'né Siestimi,
lebo je parne a jeho ciferny sucet
15 je delitelny troma.

T T T W



Najviicsi spolocny delitel a najmensi spolocny ndsobok

NAJVACSI SPOLOCNY DELITEL ¢isel a, b je najvacsi zo véetkych Najvicsi spoloény delitel Gisel 60 a 72
spoloénych delitelov tychto ¢isel. Oznacujeme ho D(a, b). je 12. Piseme D(60, 72) =12

D(60, 72) =x _::
(s)

72=®-@

ﬁtomocﬁiny pméisel.ﬁiedﬁsebnuwnisobim; o

h.3
Uréi najvacsi spolocny delitel’ ¢isel 1 386 a 3 080.

1386=2"-5-7-11 Uréime prvodiselny rozklad 1. &isla.
3080=2-3%.7-11 Uréime prvociselny rozklad 2. ¢isla.
D(1.386,3080) =2.7.11 =154 Vypotitame najvasi spoloény delitel.

NAJMENSI SPOLOCNY NASOBOK Gisel a, b je najmensi zo viet-

kvch spoloénych nasobkov tyvehto &isel. Oznacujeme ho n(a, b). Namedl spalonni bR ok Skl (VT

je 360. Piseme n(60, 72) = 360.

Slisimegi spolocay pisohok dygellalebo vigcerich Sisel ziskame
1ak, ze z prvociselnych rozkladov Eisel vyberieme tfé“pbnvé{sla n(60, 72) =x =:: I i

@m&mwmuﬂaspoﬁvjednommzkhde,awsmjvm;m ) 727-09.
mocninou kazdého z prvocisel, ktord sa v rozkladoch vyskytuje
a lieto mocniny prvocisel medzi sebou vynasobime. - 60 “@@
Uréenie najmensieho spoloéného
nasobku sa pouziva napr. pri urcéeni
najmensieho spoloéného menovatela
pri poéitani so zlomkami.
Prd
Uréi najmensi spoloény nasobok ¢isel 585 a 936.
585=3".5-13 Uréime prvoéiselny rozklad 1, &isla.
936=2"-.3".13 Uréime prvoéiselny rozklad 2. &isla.
n(585.936)=27.3%.5.13=4 680 Vypoitame najmensf spoloény nasobok.
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2. Celécisla

Potreba zavedenia celych isel

Ak v mnozine (obore) vsetkych prirodzenych ¢isel vykona-
vame opericiu odGitanie, nesmieme zabudnuf, Ze mensenec
je viicai nez mensitel’. Vysledkom operacie odéitanie musi byt
totiz Gislo prirodzené. Ak vhodne vytvorime novy ciselny
obor, budeme moct vykonaval aj operdciu od¢itanie bez
obmedzenia; teda mnozina (obor) tychto Gisel bude uzavreta
aj vzhladom na odg¢itanie.

Tito mnoZinu (obor) vytvorime tak, Ze k mnozine vsetkych
prirodzenych cisel pridame mnoZinu véetkych ¢isel opaénych
k prirodzenym (teda mnozinu &isel (-1, -2, -3, -4, ...]) a cislo
nula (vzniklo ako vysledok operacie ,rozdiel dvoch rovna-
kych Gisel“). Mame teda mnozinu, ktord oznacujeme Z,
a nazyvame ju mnozinou celych Cisel:
Z={.-5-4,-3,-2,-1,01234,5.}

Definicia celych Gisel

CELE CISLA st &isla, ktoré vyjadruji poéty prvkov mnozin,
¢isla k nim opacné a €islo nula.

Vety o operdcidch s celymi Gislami

s¢itania

| VETA O UZAVRETOSTI nasobenia

| odéitania

, séitania

| VETA O KOMUTATIY NOSTI T - —

nasobenia

) scitania

| VETA O ASOCIATIVNOSTI | ~ .

| nasobenia

‘ VETA O NEUTRALNOSTI ==

VETA O DISTRIBUTIVNOSTI

¢isla | vzhladom na nasobenie

| nasobenia vzhladom na od¢itanie
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éisla 0 vzhl'adom na s¢itanie

nasobenia vzhl'adom na sé¢itanie

Obsah kapitoly:

0 Potreba zovedenia celych Gisel

Q2 Definicia celych tisel

Q Vety o operdciach s celymi tislomi

2 Pravidla poitania 5 opotnymi tislomi
0 Vlastnosti mnoziny celych tisel

10-5=5,5—4 =1 atd., ale v mnozine
prirodzenych cisel uz nevieme vykonat
napr. 4 —6.

Ku kazdému celému &islu a existuje také celé
gislo —a, ze plati a+(—a)=0. Cislaaa —asa
nazyvaji CISLA NAVZAJOM OPACNE.

Opaéné ¢islo k Eislu 5 je &islo —5.
Opaéné cislo k Gislu 5 je Cislo 5.
Opaéné éislo k &islu 0 je Cislo 0.

Znazornenie celych ¢isel na Ciselnej osi

pEe e R T T A B B A

Sucet a + b je celé Cislo.
Suéin a- b je celé Cislo.
_iozd;; a— b je celé cislo.
- a+};=b+a
a-b=b-a
(a+b)+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)
O+a=a
al=a
ﬁ-(b_-l- r)=ab-+ ac -

a-(b—c)=ab-ac




oo

Pravidld potitania s opacnymi Cislami

O-a=-a
—{—:.‘]=:.f
(—H-u:—u

—(a-b)=(-a)-b=a-(=b)=—ab

Vlastnosti mnoiiny celych cisel

—(a+b)=—a-b
a=(=b)=a+b
a+(-b)=a-b

(=a)-(=b)=ab

Casto pracujeme len s niektorou podmnoZinou oboru celych &isel.

Zavedieme pre ne tuto symboliku:
Z=1{.-5-4,-3-2-1,01.234,5..}
Z' ={1.2.3.4.5..}=N

e ={012345.}

Z ={.-5-4,-3-2-1}

Z; ={..-5.-4,-3.-2,-1.0}

Vzt{ah medzi mnoZinou vsetkych
celych ¢isel a mnozinou vietkych
prirodzenych ¢isel je N ¢ Z. Graficky
mozZeme tato situdciu znazornif takto:
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3. Racionalne cisla

Potreba zavedenia raciondlnych disel

Ak v mnoZine (obore) vsetkych prirodzenych i celych cisel vyko-
nédvame operaciu delenie, nesmieme zabudnuf, Ze delenec musi byt
delitel'ny delitefom. Podielom musi byt totiz &islo prirodzené, pripad-
ne celé. Preto treba vytvorit mnozinu (&iselny obor), ktora bude uzav-
reta aj vzhladom na delenie a na vSetky zakladné poctove operacie.

Definicia raciondlnych cisel

RACIONALNE CISLA st vSetky ¢éisla, ktoré sa daji zapisat v tvare zlomku
E. kde p je celé Gislo a ¢ je prirodzené éislo. Mnozinu (obor) racio-
q

nalnych éisel oznacujeme Q.

Kazdé racionalne &islo sa da zapisal nekoneéne mnohymi sposobmi
(napr. po krateni alebo rozsireni daného zlomku). Medzi vietkymi
vyjadreniami existuje jediné, v ktorom su ¢isla p a g nesudelitelne.
O tomto zlomku hovorime, Ze je vyjadrenim RACIONALNEHO CISLA
V ZAKLADNOM TVARE.

Vety o operdcidch s raciondlnymi cislami

| | séitania
| nasobenia

VETA O UZAVRETOSTI -~ ————— —
odcitania

delenia

_ sCitania
VETA O KOMUTATIVNOSTI  [— —
nasobenia

; ! | s¢itania
VETA O ASOCIATIVNOSTI .
nasobenia

] cisla 0 vzhl'adom na scitanie
VETA O NEUTRALNOSTI
¢isla 1 vzhl'adom na nasobenie

: nasobenia vzhl'adom na scitanie
VETA O DISTRIBUTIVNOSTI | — —
| nasobenia vzhl'adom na od¢itanie

Obsah kapitaly:

O Potrebo zovedenio racionalnych isel
@ Definicio raciondlnych tisel
0 Vety o operacidch s raciondlnymi cislami
0 Porovnavanie rocionalnych Gisel
o zaklodne poctové vykony so zlomkami
O Zapis raciondlneho ¢isla
O Inazornenie racionalnych isel
0 Vlastnosti mnoziny raciondlnych tisel

CISLO PREVRATENE k €islu a, kde

a# 0, je ¢islo l Z toho vyplyva, ze
oreviklané Sl vith . je oL
pre p#0.g#0. ) 2

Zlomok v zakladnom tvare
je napr. %
Zlomok, ktory nie je v zakladnom

tvare, je napr. %

Stéet a + b je racionalne ¢islo.

Suéin a- b je racionalne ¢islo.

Rozdiel a— b je racionalne cislo.

Podiel a: b, kde b # 0, je racionalne ¢islo.

a+b=b+a
a-b=b-a
(a+b)+c=a+(b+c)
(a-b}-t‘:a‘(i;‘c-]
0+ a=-a
a.-l=a
a-(b+:‘)=ah“-i.- ac

a-(b—c)=ab-ac

Porovnavanie raciondlnych cisel a zdkladné potové vykony so zlomkami

. . por =
Raciondlne ¢isla zapisané zlomkami 2, —(g # 0, s #0) v zdkladnom tvare porovnadvame pomocou sucinov ps, gr:
q s

D por ) 2 ’
— < — &> ps < qgr -=—&&p5=qr >=ps>gr
q s g 3 q

14
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KRATENIE ZLOMKU je uprava zlomku: ROZSIRENIE ZLOMKU je Gprava zlomku:

k- :
=% na tvar = (k20 b20) 9 na tvar $-a (k=0 b#0)
k-b b b k-b

Zakladné poctové vykony so zlomkami g # 0, s # O

r s+ qr " Y s —gr i r * I 3 i of A
P r_psta p_I_ps—q Py _ 8 AR T O
g 5 qs g5 qs g s qs q s gor . g

Lapis raciondlneho Gisla

. e y . ¢
al > y — . P s
Racionalne ¢islo, ktoré sa da zapisat desatinnym zlomkom 0" Skupina opakjticich s (slic

kde c je celé a n prirodzené ¢islo, sa da napisat aj ako DESATINNE v desatinnom éisle sa nazyva PERIODA.
CISLO. Je to Cislo s KONECNYM DESATINNYM ROZVOJOM. V desatinnom zapise ¢isla piseme nad
Existuju viak desatinné ¢isla, ktoré nie st racionalne (nedaju sa periodou vodorovni éiarku.

vvjadrit pomerom dvoch celych ¢isel). Racionalne &isla m6Zeme
zapisovat v tvare zlomku, desatinného ¢isla alebo ¢isla s nekoneé-
avm periodickym desatinnym rozvojom s vyznacenou periodou.

1 - o Pr.2 10
Napis zlomok 350 ako desatinné éislo. Napis 3 v tvare desatinneho rozvoja.
ol _ 1 4 =£ 0,028 10:33=0,3030...=0.30
250 250 4 1000 100 Pri deleni 33 dostavame stéle
Iny postup riedenia: Riesenie pomocou i rovnakeé zvysky, skupina éislic
7:250=0,028 prevodu na desatinny L 30 sa vo vysledku preto stdle
70 zlomok sa neda poudif pre ‘l{] opakuje. Ziomok potom
700 kazdé racionalne &islo. : zapisujeme takio: 0 = 0,30
2000 Riedenie pomocou delenia 9

0 sa da pousif vady,

Inazornenie raciondlnych Gisel

Zasady grafického znazornovania racionalnych éisel na éiselnej

osi su podobné ako zasady znazornovania celych ¢isel. Ak by sme Chresy ekt ek sciondiinctuselug

na ¢iselnu os zakreslili vSetky racionalne ¢isla, mohlo by sa zdat, Ze Sl ot
s nimi zaplnena cela Ciselna os. Napriek tomu existuji vsak na :4. : 2 2 1 x 4 >
Ziselnej osi body, ktoré nie si obrazmi racionalnych €isel. 3 1 Es 0 2 ! 3

Prikladmi &isel, ktoré este nie si zobrazené na éis. osi, si /2 a 7.

Vlastnosti mnoziny raciondlnych cisel

Vzitah medzi mnoZinou
vsetkych raciondlnych cisel
a mnozinou vsetkych
celych éisel je Z = Q.
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4. Realne cisla

Potreba zavedenia redlnych disel

Vsetky zakladné operacie (s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, de-
lenie) st v obore racionalnych ¢isel uzavreté, nevieme vsak
bez obmedzenia odmocnit kazdé kladné racionalne €islo.

Definicia redlnych cisel

REALNYMI CISLAMI nazyvame vietky cisla, ktoré vyjadruji
dizku useéiek (istt usecku prehlasime za jednotkovu), Gisla
k nim opaéné a nulu. MnoZinu vsetkych realnych Cisel ozna-
¢ujeme R; tvoria ju ¢isla racionalne a €isla iracionalne (nepo-
dielové). CISLA IRACIONALNE su také Cisla, ktoré maji ne-
ukonéeny desatinny rozvoj a nemaju periodu.

Zaokrihl ovanie a porovnavanie redlnych cisel

Cislo zaokruhlime na dany rad tak, ze nahradime nulou

vietky Gislice, ktoré su vpravo od ¢islice daného radu, a ak

je prva z vynechanych ¢islic:

= mensia ako 5, tak sa ziadna z ponechanych ¢islic nezmeni,

« rovna alebo vii¢iia ako 5, tak k éislu tvorenému ponecha-
nymi ¢islicami pripoc¢itame jednu jednotku najmensieho
ponechaného radu.

Jednou z najdé!ciilejiich.v]astnosli mnoziny vietkych redl-
nych Eisel (oboru realnych éisel) je to, Ze je usporiadana.
To znamena, Ze pre kazdé dve realne ¢isla a, b nastane prave
jedna z moznosti:a> b, a=b,a< b.

Pre kazdé tri realne €isla a, b, ¢ plati:
a>bab>c=a>c¢
a>hbac>0=ac > be
a>baceR=a+c>b+c

a>bnac<0=ac<bc

Pre kazdé Styri redlne cisla a, b, ¢, d plati:

a>bac>d =a+c>b+d
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Obsah kapitoly:

3 Potreba zavedenia realnych isel

Q Definicio redlnych isel

0 Zookrihlovanie o porovnavanie
redlnych tisel

0 Druha o iretia odmocning, odstranenie
odmotniny z menovotelo

@ Absolitna hodnota redlneho tislo

0 Intervaly

Q Vlostnosti mnoiny realnych tisel

Pre opericie s realnymi ¢islami platia tie isté
vety ako pre operacie s racionalnymi ¢islami
(pozri kapitolu é. 3).

Iraciondlnymi éislami sit mnohé odmocniny,
napr. V2,45, hodnoty goniometrickych

funkcii, napr. sin45°= %, ¢islo m a iné.

Cislo 2 843 zaokruhlené na desiatky je 2 840,
zaokrithlené na stovky je 2 800,
zaokruhlené na tisicky je 3 000.




Druhd a tretia odmocnina, odstranenie odmocniny z menovatel a

DRUHA ODMOCNINA z nezaporného realneho éisla a je také nezaporné éislo x,
pre ktoré plati: x * = a. Zapisujeme Ja = x. Symbol J_ sa nazyva ODMOCNITKO
(znak odmocniny), a je ZAKLAD ODMOCNINY alebo tieZ odmocnenec.

Odmocniny zo zapornych realnych ¢isel nedefinujeme.

Pre kazdé dve nezaporné redlne Cisla a, b plati:

r—— I /
e e i P a a
Na-b=+a-vb av b =\'u"h [==X" h20

Zlomky, v ktorych sa vyskytuju odmocniny, je vhodné upravi( tak, aby sa v me-
novateli Ziadne odmocniny nevyskytovali. Zakladom tejto upravy je vhodné
rozsirenie daného zlomku.

Al

Odstran odmocninu z menovatela: a) b)

E
3

J2+1

b
-+
[3*]

12 3 1243
a)—,.."—":=—=
V3 3 3

7 5. il

b) 1 _J- 1 _+2-1

DEl 2= 2-1

6 3+J3 6-(3+v3) 6:(3+43) -

% = = =3++/3
3—3 3+43 9-3 6

V=48 fi-di_({3-VE)
'\5*’\5 Ji_\;"i 3-2

4 ui

= \3. -1

c)

d) =(3-2) =3-2V6+2=5-26

TRETIA ODMOCNINA z nezaporného realneho ¢isla a je také nezaporné &islo x,
pre ktore plati x ‘za Zapisujeme "{[E =X

Pre kazdé dve nezaporné realne ¢isla a, b plati:

- { ek ¢ B T T e ¢ I B |a "';
vab =1 a-Jb aldb=3a'b i 1

Absolitna hodnota redlneho disla
ABSOLUTNU HODNOTU ¢isla a oznacujeme |a|. Je definovana takto:
= akjea >0, tak|a|=a,
» ak jea <0, tak |a| = —a.

W

Pre kazdé redlne Gislo  plati: e Bl S

>

va© =|a|

Absolatna hodnota kazdého realneho cCisla a sa rovna vzdialenosti jeho
obrazu na Ciselnej osi od obrazu éisla nula.
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Intervaly

Kazdé redlne ¢islo je na ¢iselnej osi znazornené prave jednym bodom.
Kazdému bodu ¢iselnej osi je priradené prave jedno realne éislo, ¢ize

cela ciselna os je zaplnena obrazmi realnych cisel.

Pri rieseni tloh budeme ¢asto pouzivat, zapisoval a znazornovaf

mnoziny redlnych ¢isel, ktoré nazyvame INTERVALY.

Sposob zépisu a zndzornenie intervalov:

| |
i x<a (—o=, a) otvoreny LTI, |
a |
x<a (===, a) sprava uzavrety Y/ ]
| d ‘
x>b (b, + =) otvoreny S
b
x2b (b, + =) zl'ava uzavrety W
L . = — . -
a<x<b (a, b) otvoreny JHIITI, |
-1 a b 1
asx<b (a, b) zl'ava uzavrety N ////////////
a b
’ a<x<b (a,b) sprava uzavrety ST,
a b
‘ — (a.b) — _ ymmm,
a b

Cisla pri okrihlej zatvorke do intervalu nepatria, isla pri ,ostrej* zatvorke do intervalu patria.

Vlastnosti mnoziny redlnych cisel

Mnozina vsetkych realnych ¢isel obsahuje mnoziny vset-
kych &isel, o ktorych sme hovorili v kapitolach €. 1, 2 a 3,
¢ize kazdé prirodzené Cislo je zaroven cislom realnym,
kazdé celé Cislo je ¢islom realnym i kazdé raciondlne &islo

je redlnym cislom.
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5. Komplexné cisla

Potreba zavedenia komplexnych cisel

Rovnica x *+ 1 =0 nema v mnoZine redlnych &isel R riedenie.
Preto bolo potrebné zaviest novy ¢iselny obor, ktory obdobné
rovnice umoznuje riesif.

Definicia komplexnych cisel

ROMPLEXNYM CISLOM nazyvame kazdu usporiadanu dvojicu
realnych &isel. Oznacujeme ju = = [ a, b], pricom a sa nazyva
REALNA CAST, b IMAGINARNA CAST komplexného ¢isla z.
Pre kazdé dve komplexné &islaz,=[a,, b, |az,=[a,. b, ] je
definovana rovnost, slicet a sucin:
= ROVNOST komplexnych cisel

L=z, &a=a, A b=b,;
= SLCET komplexnych ¢isel

2 +2, =|a!+a:.bl+b1|:
= sLCIN komplexnych cisel

z,2, =laya,=b by, a b+ a,b ).
Osor komplexnych ¢isel (mnoZinu vietkych komplexnych
Z:s2l) oznacujeme C.

Indzornenie komplexnych Gisel v Gaussovej
rovine a klasifikdcia komplexnych Gisel

iz7dé komplexné €islo z =|a, b] sa da znazornil v rovine
s kartezianskou sustavou suradnic Oxy (Gaussova rovina,
r=sp. rovina komplexnych ¢isel) takto: Kazdému kom-
plexnému Gislu z =|[a, b] je priradeny prave jeden bod
Zlx = a, v = b]v Gaussovej rovine a obratene, ¢ize kazdemu
bodu v Gaussovej rovine je priradené jediné komplexné islo
z=la b].

Obrazom éisla z = [0, 0] je zaciatok 0. Obrazmi €isel z = [a, 0]
su body realnej osi x. Obrazmi ¢isel z =[0, ] su body
imaginarnej osi y.

Pre komplexné ¢islo z = [a, b] moZu nastat tieto pripady:
=az0,b#0tedaz =|[a b]:
nazyvame ich aj IMAGINARNE CISLA
* a=0, b=0, teda z = [0, 0]; je to redlne cislo nula;
= aeR, b=0.teda z = |a, 0], st to vietky realne cisla;
« a=0, b e R-{0}, teda z =[0, b], ¢o su vietky tzv.
RYDZO IMAGINARNE CISLA,

Obsah kapitoly:

0 Potrebo zavedenio komplexnych cisel

Q Definicia komplexnych tisel

O Inazornenie komplexnych cisel v Goussovej
rovine o klosifikacio komplexnych cisel

0 Algebricky tvar komplexného tislo

0 Stitanie o nasobenie komplexnych tisel
v algebrickom tvore

0 Komplexne cislo a cislo k nemu komplexne
zdruzené

0 Odcitanie a delenie komplexnych tisel
v algebrickom tvare

O Mocniny komplexnych gisel v algebrickom tvare

2 Goniometricky tvar komplexného isla

0 Prevod komplexného cisla v algebrickom tvare

na goniometricky tvar

0 Prevod komplexného tisla v goniometrickom
tvare na algebricky tvar

0 Nasobenie o delenie komplexnych cisel
v goniometrickom tvare

01 Moivrova veto, 7112 mocnina komplexného éislo

v goniometrickom tvare

0 Vlostnosti mnoziny komplexnych isel

Séitanie a nasobenie komplexnych ¢isel su

komutativne a asociativne opericie, naso-

benie je distributivne vzhladom na scitanie.

Medzi mnozinami C, R plati: R = C.

C

V tmavo vyfarbenej oblasti sa nachadzaju tie

komplexné ¢isla z = [a, b],
ktoré maju b # 0.
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Pr. 1
Znazorni v Gaussovej rovine Eisla: .
z, =[3,0};z, =[-2,0]; '34:‘
z, =[0,3};z, =[0,-2]; z.
z, =15,2); 26 =[-3.-3]. | S ) R A Y T !
11 :
.:1 + .:I -
-3 - -1 ]q_O 1 2 3 4 5 X
E QA I
e 3+

Algebricky tvar komplexného disla

Cislo [0, 1] oznaéujeme pismenom i a nazyvame ho

IMAGINARNOU JEDNOTROU, ¢ize i = [0, 1]. Vyhodou algebrického tvaru
Podla definicie séitania a nasobenia komplexnych Gisel pre kazdé komplexného Eisla je moznost
operoval s nim ako s algebrickym

komplexné ¢islo z = [a, b] plati: =z = [a, b] =[a, 0] + [0, b] = :
= [a, 0]+ [5,0]-[0,1] = a+ bi. Zapis z = [a, b] = a+ bi dvojclenom.
nazyvame ALGEBRICKY TVAR komplexného &isla.

Plati:

i-i=i* =[0;1]-[0:1] =[0-0-1-1;0-1+1-0] =[-1:0] = -1

Scitanie a nasobenie komplexnych &isel v algebrickom tvare

Aksaz, =a+bi,z, =c+di tak plati:

2, +2, =(a+ bi)+(c+di)= 2,2, =(a+bi)(c+di)=
=a+bi+c+di= = ac + adi + chi + bdi* =
=({a+c)+(b+d)i =(ac — bd) + (ad + cb)i

Pr.2
Séitaj a vynasob komplexné éisla z, +z,,2, -2, , akz; ==2+3i,z, =3-4i.
7, +z; ==2+3i+3-4i=1-i
2oz =(-2430)-(3-4i)=—6+8i+9i—12i* =—6+8i+9i+12=6+17i

s i A Obrazy komplexne zdruZenych Cisel
Komplexné cislo a cislo k nemu komplexne zdruzené 24 F ol IS Dodls ok
KOMPLEXNE ZDRUZENYM CISLOMKk €islu z = [a, b] = a + bi nazyvame
komplexné &islo Z = [a, — b] = a — bi. Zapis Z ¢itame .z s pruhom”. Obrazy komplexne zdruzenych cisel
Pre ¢isla z = a+ bi a Z = a— bi plati:

pricom z;3l:2i.2=3-2i v
z+Z=(a+ bi)+(a—bi)=2a 2aeR, iz:—J-Zi J R EZ %
z-Z=(a+bi)(a=bi)=a® +b° a’+b*eR opaéného -g 0 % I's

k Gislu z. i iy z

Cislo —z = —a— bi je CISLO OPACNEk &islu z = a + bi.
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Odcitanie a delenie komplexnych cisel v algebrickom tvare

Pre kazdé dve komplexné ¢islaz, =a+ bi, z, = c +di plati:

2, =2, =2, +{=z,)=(a+ bi})+(—c—di)=

=(a—=c)+(b=d)i

_la+bi)-(c ~di) _
? 2y:Z3 (e+dh)-(¢—df)

(ac+ bd)+(chb=ad)i

Tieto dva vztahy si nemusime pamitat
ani sa ich uéit naspamét. Staci si
uvedomit, Ze od¢itat komplexné ¢islo
znamena pripocitat ¢islo opaéné a tiez,
ze pri deleni komplexnych cisel staci

z ; z
zlomok — rozsirit Gislom —-.
Z; 23

c" +d-
23
Uréi rozdiel a podiel komplexnych Gisel z, =8-5i,z, =-3+41.
s -z =(8=5)=(-3+4i)=(8-5i)+(3-4i)=11-9i
- 8-5i 8§-5i -3-4i -24+15i-32i-20 -44-17i 44 17
— = = .- = — i -|l
z, =3+4i -3+4i -3-4i 9+16 25 25 28
Mocniny komplexnych cisel v algebrickom tvare
Mocniny Cisla i
=i it =it it =(=1)-(=1)=1 =Y i == "= -t=—
=—| il i =" =] " =it ==
=i i==l-i=-i i =ittt == =" =]
Vidime, ze mocniny ¢isla / sa opakuji
takto: QA =g
P T
PR3 oy
IT"'H‘ =iﬁ{k+!} =1prek Ez;
=4 X
Vypoéitaj;  a)i" b) i* )i’ D
a) ‘vl.‘ =i”4 3+ =i b) l'-'% =i4-24 =1 c) Jvif‘ {4 3+3 d) !IEO =‘;4-JO =1
Ps :
Vypocitaj z~, ak z =8-5i.
:? =(8-5i)" =82 -2-8-5i+(5i) = Pri vypodte sme pouzli vztah:
=64 —80i —25 =39 -80i (a-b)* =a® -2ab+b*
P

Vypogitaj (-3 +4i)’.

(-3+4i)° =(=3)° +3-(=3)" -4i+3-(=3)-(41)* + (@)’ =
=-27+3-9-4i+3-3-16—64i =

=—27+108i+144 —64i=117+44;

Pri vypoéte sme pouZili vzfah:
(a+b)® =a® +3a*b+3ab® +b*

2]



Pr.7
Vypocitaj a) (1+1)",b) (1=1)".

a)(1+1)" =[0+)*] =(+2i-1)" =(2)* =16i* =16
(-0 =[1-)] =(-2i-1)" =(-20)" =256

Pr.8 3
Vypoéitaj (1 +2i)".

(1+2i)° ={[(1+2:)’]1}2 =[(-3+4f)1]2 =[(~1)-(7+24i)]" =49-576+ 3367 =—

Goniometricky tvar komplexného ¢isla

Obraz Z komplexného ¢isla z = [a, b] = a+ bi v Gaussovej rovine
umoziuje vyjadrit komplexné ¢islo aj v inom ako algebrickom
tvare. UrCujicimi parametrami st vzdialenost r od zaciatku 0
a velkost orientovaného uhla ¢, ktorého zaciatoéné rameno je
kladna polos x a koncové rameno je polpriamka OZ. Cislo r =|z|
nazyvame ABSOLUTNOU HODNOTOU KOMPLEXNEHO CISLA z.
Uhol @ nazyvame AMPLITUDOU (alebo argumentom) KOMPLEX-
NEHO CiSLA. Ak volime @ € (0, 2r) alebo @ € (0°, 360°), uhol @
nazyvame ZAKLADNOU AMPLITUDOU (alebo zakladnym argumen-
tom) KOMPLEXNEHO CISLA.

Pomocou pravouhlého trojuholnika O4Z mozeme vyjadrit tieto
vztahy:

r=|z|=+a’ +b2;—=costp:£=simp

a
2. &

alebo a = |z|cos@; b = z|sing.

Mozeme pisat aj z =[a, b)=a+ bi =
= |z|cos@ + i|z|sing = |z|- (cos@ + ising).

Teda ¢islo z sa déa vyjadrif ako z =|z|-(cos@ + ising). Tento
zapis sa nazyva GONIOMETRICKY TVAR komplexného ¢isla.
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27 +

y
B e 2
r=z| :
b ib
0 A X
a

Vatahy r =|z| = Va® +b%;

a=|z|-cosg; b =|z|- sing nazyvame
PPREVODOVE VZTAHY medzi algebrickym
a goniometrickym tvarom komplexného
¢isla.

Cislo i piseme v goniometrickom tvare
komplexného ¢isla pred funkciou sing, aby
sme ho omylom nepovaZovali za sucast
amplitudy. Niekedy pouzivame aj zdpis

z =|z|-(cos@ + ising) =|z|- cis @



Prevod komplexného ¢isla v algebrickom tvare
na goniometricky tvar

V pripade, Ze jedna z casti (redlna alebo imagindrna) je nulova, postupujeme pri
prevode komplexného ¢isla z algebrického tvaru na goniometricky takto:

= vyjadrime najprv obe zlozky komplexného ¢isla, ¢iZe redlnu a imaginarnu cast,
= pomocou tohto vyjadrenia znazornime komplexné ¢islo v Gaussovej rovine,

» z obrézka vycitame vzdialenost komplexného &isla od zaciatku sustavy siradnic

i uhol, ktory zviera os x § useckou spajajlicou zaciatok a obraz komplexného ¢isla,
= zapiSeme komplexné ¢islo v goniometrickom tvare.

"1 preved na goniometricky tvar tieto komplexné ¢isla:

2)z=2 byz=-2 ¢)z=13i d)z=-3i
a) z2=2=2+0i b) z=-2+0i
':;=l¢=0 lzZl=2p=mn
z=2=2-(cos0+i-sin0) s=-2=2-(cosm+i-sinm)
¥
p=n
+ v - .z
| 1 2 X E 0 x
¢) 2=0+3i d) z=0-3i
n
|-"|=3JP=E lz|=3,0=2nr
3 3
:=3f=3-||'{cosr:+:'-sin§— :=—3f=3-[cm';rt+i sin - rc)

A
Yy

342 1N

\ pripade, Ze ani jedna z Casti (realna alebo imaginarna) nie je nulova, postupujeme
ori prevode komplexného ¢isla z algebrického tvaru na goniometricky takto:

= pouzitim prevodovych vzfahov najdeme |z, sin @, cos @

« z hodnét sin @ a cos @ uréime velkost amplitudy @,

« zapiseme komplexné &islo v goniometrickom tvare.




Pr. 1
Preved na goniometricky tvar tieto komplexné ¢isla:
ayz=1+i b)yz=-1+i e)z=—1-i d)z=1-i
1. 2 1 _2
a)z|=V1? +1? =2 cosp=— =S sing=— ==
Iz B3 o)
cosp>0Aasing>0=0pe E = 0'“ sin —*—2=:~ == PR G
¢ @ pelts puelGo tnngs-——utgas odhadni a z obrazka.
z=l+f=wf§-[c0s£+i-sin£]
4 4
: 1 _ 2 1 V2
b) |2|=/(=1)* +1? =J§;cos¢p=ﬂ—-=———:sinq:=—=—
2| = y(-1) R 0
A n T . 2 3
cosp<0asing>0=9e(—m)pe(—in)Asing=—=¢0="n
2 2 2 4
z==1+i=4+2. [cosirr+bsingrr]
4 4
1 2 1 V2
¢)|z|=4/(-1)" + xC.costp— ~—=——.sin =——=——
2| =y (=1)* + (-1 ; Gl i
, 3 3 ) V2 5
cosp <0 Asing<0=0pe R:SR e TI:;EJ'I: AS]nQ}:——z—:?w:ZK
5 i ) 2
:=~I—i=\/§-[cos—n+:-5|n—n)
4 4
1 _V2 1 A2
d) |z| = +(-1) ﬁcoscp——._ —isinp=—-——=—-—
lz| =417 = = o
cOStp){}ASin(P<0=NpE<-;—IC:2TII>:CPE(%ﬂ:EK)ASintp:——\g—i—:‘H,p=4zl't
:=I—f‘=J_2-(coszn+:‘-sinzrr]
4 4
Pr. 12
Preved na goniometricky tvar komplexné Gislo z = =8 + 61.
8 6 s -
2| =64 +36 =10; COSQ’)——E‘-——OB mn(.p—iE:D.ﬁ Pri vypodte sing = 0,6 pouzijleme
tabulky alebo kalkulacku. Ziskame
costp(OAsinq:l>{}=>tpe<-;—:rc):cpE(%:n)nsinq)=0,6=bq>=l43"8' najprv uhol o = 36°52" patriaci
do |. kvadrantu. Odtiaf potom
5 @ =180° —x =143°8".
z=—8+6i=10-(cos 143°8" + - sin 143°8")
24
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Prevod komplexného ¢isla v goniometrickom

tvare na algebricky tvar
Prevod komplexného ¢isla v goniometrickom tvare
MR el Pozor, zapisy Cisel 3
na algebricky tvar vykoname takto: :
z = o s R A L : n i |
= najprv ciselne vyjadrime cos ¢ a sin @, z, ==2- [coﬁ'-zei- lsin;—} z, =2 (eosz—- —isin I}
« yypoéitané iselné hodnoty dosadime ’ o : :
do povodného tvaru komplexného ¢isla z; = cos-3-1t -I:singit. z, =cos ™ +isin ™
a upravime na algebricky tvar. a pod. nie st zapisy komplexnych Gisel
v goniometrickom tvare,
B3

11 11 R . i
Preved komplexné ¢islo z =2- [cos -ﬁv T+ isin ] n] z goniometrického tvaru na tvar algebricky.

$1.. aleraid 5 Ve e 8 JE N e
= z=2 C(}SEE+15m€ﬂ =2 ——=i=|=+3 =i

l
COS—M =— ASIN—N =——
6 2 6 2

L8]
Preved komplexné €islo z =5-(cos 161°30° + isin 161°30") z goniometrického tvaru na tvar algebricky.
cos 161°30" = 09483 Asin161°30" = 03173 = = =5-(-09483+i03173)=—4,7416+1,586 5/
Ak chceme vypocitat sucet alebo rozdiel dvoch kom-
piexnych cisel v goniometrickom tvare, musime tieto
Zusla najprv upravil na algebricky tvar a az potom ich

spocital alebo odpocitaf. Ak je to nutné, vysledok
maZeme opilt previest na goniometricky tvar.

Ndsobenie a delenie komplexnych disel
v goniometrickom tvare

Pre sudin a podiel nenulovych komplexnych cisel

[cos(®, —@, )+ isin(Q, —@, )]

1 |72

(21

1,5 (COS-E— + ;’sin-g]. Ur¢i sucin a podiel komplexnych Cisel z, -z, a il

z,~z3 =2-1.5- cos(£+£]+f55n[£+£) =3-[cos—r£+r'sin£)=3-(0+.‘)=3.-‘
v 3 6 g 8 2 2

£ 2 (r: r:) s (n r:) 4 { T n] 4 (=3 .1 43 4 23 2
2 = deos| =—= |+ #8in| =—— | | ==+| cos=+ isin— | ==+| —Fi= |=——+—i=" 41
- 36 Le™9 % & & 3

ra

L8]
1
[
o
(2]
(=]
w
+
@
=
S
-]
(=]
:
1
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Moivrova veta, 72t mocnina komplexného cisla v goniometrickom tvare

Pre kazdé ¢ € Ra n e N plati:

(cosg +ising)" = cosng+ isinng

Pre kazdé komplexné ¢islo z = |z|-(cos@ + isin@) Vo viiésine pripadov je najvyhodnejsie
aneNplati:z" =|z|" -(cosng + isin np), &o je n-TA umociovat a odmociovat komplexné éislo
MOCNINA KOMPLEXNEHO CISLA v goniometrickom tvare. zapisane v goniometrickom tvare.
Pr. 16 N

Vypocitaj z* ak z =1+ i.

2 2
|3|:J§Ac05¢p=]— =£ASiI‘l(P=L=\—$: =ﬁ‘[cos£+fsin£]
iz 2 2 4 4

20 =(42)® ‘[cosmT.n+ Fsinzo“—'n =2" .(cosSn + isinSn) =2" -(cosm + isinm) =

=2 (=1+i-0)=-1024

Vlastnosti mnoziny komplexnych cisel

Vztah medzi mnozinou vietkych komplexnych ¢isel
a mnozinou vietkych redlnych éisel je R = C.

Odtial' vyplyva vzfah medzi vSetkymi mnozinami
gisekNcZcQcRcC.
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Obsah kapitoly:

6. MﬂOhOEleny 0 Pojem mnohotlen
O Rovnost mnohoélenov
POIEI‘I‘I mnohodlen O Operacie s inuoh?denmi
0 Rozklady mnohotlenov
MNOHOCLENOM (polyndmom) S JEDNOU PREMENNOU x € R & Najmensi spolocny ndsobok o nojvisi spolocny
nazyvame vyjraz M(x) =a,x" +a, x"" +..+ax +a,. delitel dvoch alebo vincerych mnohoélenov

Redlne ¢islaa, . a,_, ... a; . a, sa nazyvaju KOEFICIENTY
MNOHOCLENA. Ak je a, # 0, tak éislo n € N, ¢ize najvyssi
mocnitel premennej x, sa nazyva STUPEN MNOHOCLENA.
Mnohoélen M(x) s jednou premennou x je sucet jednotlivych
CLENOV MNOHOCLENA a,x", a,_ x""' ... a,x, a,.
Mnohoéleny mézeme usporiadat vzostupne, ¢iZze od najvyssej

Vyrazmi sa podrobnejsie zaoberame
v kapitole €. 7 - Lomené vyrazy.

Mnohoélen M(x) = x*+ x*=2x*+ 1+ x

inv k nainizSel. alebo 208t i K usporiadame zostupne takto:

mocniny k najniZsej, alebo zostupne, t. j. naopak.
il EEES M(x)=x*+x"'-2x2+x+],

MNOHOCLENOM (polynomom) S m PREMENNYMI nazyvame a vzostupne takto:
sacet koneéného poétu Elenov tvaru a, x x5* ... x 17 . STUPEN M(x)=1+x-2x +x*+x°.
POLYNOMU S VIACERYMI PREMENNYMI je najvyssi sucet
macnitelov premennych v jednotlivych ¢lenoch.
el

Ur¢i stupen a koeficienty nasledujucich mnohoclenov: .

M, (x)=x"-2x+5 )M, (x)=x" -1 M, (x)=2x*

a) M, (x) ma stupen n =3 a koeficientya, =5,4, =-2,a, =0,a, =1.

b) M., (x) ma stupen n =4 a koeficienty ¢, =—1,a, =0,a, =0,a, =0,a, =1

¢) M, (x) ma stupen n =5 a koeficientya, =a, =a, =a, =a, =0,a; =2
k2

Uréi pocet élenov, pocet premennych a stupen tychto mnohoclenov:
aM,(x,y)=2x Ty+3yix=5xy+10 b)M,(x, y,z)=x Yzt —2xyz

a) M, (x, ») je Stvorélen s dvomi premennymi x a v 3. stupna.

b) M, (x. v, z) je dvojélen s tromi premennymi x, v a = 6. stupna.

Zapisy M(—1), M(-2), M [—g) vyjadruju éiselni hodnotu mnohoélena M pre éisla —1, -2, — %

Ziskame ju tak, Ze do mnohoélena M(x) dosadime postupne Gisla x =1, x ==2,x = —g

2 vwwkoname vSetky naznaéené ikony. Obdobne dosadzujeme do mnohoélenov s viacerymi premennymi.

3 P
Uréi M(—3) mnohoélena M(x)=x" —x" +x° +5.

M(=3)=(=3)* =(=3)® +(=3)* +5=81+27+9+5=122

P d - L ] 2
Uréi M (1, —2) mnohoélena M(x, y)=3x"y" +x : y=xy° +xy+1L

M(1.-2)=3-12 (=22 +12 (=) =-1- (- +1-(-D+1=12-2-4-241=5
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Rovnost’ mnohoclenov

Dva MNOHOCLENY S JEDNOU PREMENNOU SA ROVNAJU, EiZe M (x) = N(x),
prave vtedy, ked' sa rovnaju koeficienty vietkych ¢lenov rovnakého stupna.

Pr.§ 3
Uréi nezname koeficienty v mnohoélenoch M(x) =a, x T 3xt +2x+1
a N(x)=b,x? + b x+ b, tak, aby sa mnohoéleny rovnali.
M(x)=N(x)prea, =0,b, =3.b, =2, b, =1
Operdcie s mnohoclenmi e et o
» SCITANIE mnohoélenov - séitame jednotlivé cleny, ktoré maju nasledujice zdkony: komutativnost
rovnaké premenné s rovnakym exponentom. stitania a nasobenia, asociativnost
sGitania a nasobenia a distributivnost
(pozri operacie s Cislami v R).
Pr. b

Séitaj mnohocleny x +1; 2x? —x—Lx -2x7 +1.
(x+D+2x? =x-D+(x> =2x? + D) =x+1+2x> —x—1+x" =2x* +1=x" +1

+ ODEITANIE mnohoélenov - pripogitame MNOHOCLEN OPACNY, Gize mnoho¢len, ktory vznikne
z daného mnohoélena zmenou vietkych znamienok jednotlivych koeficientov na opacné.

Pr.7
Odpocitaj mnohoélen 4x* —2x + 7 od mnohoélena 3x* —x —5.

(3x? =x-5)—(4x* -2x+ T =3x? —x-5-4x? +2x-T=—x" +x-12

P"' 2 ; 2 7 3 1
Uprav (x* y+xp? ) —(3x % —4xy—6xy" )+ (Tx” —xp+10y7).

(,\'3'1'+x_1'1}—(3.\‘2 —4xy —6xy° Y+(Tx? —xy+10y3) =
=xiy+ap? =3x? +Axp+6xp’ +Tx? —xy+10y7 =xTp+ T’ +4x7 #3000+ 10y?

* NASOBENIE mnohoélena JEDNOCLENOM - tymto jedno¢lenom vynasobime kazdy
¢len mnohoélena a ak sa da, tak niektoré z takto vzniknutych sucinov sc¢itame.

Pr.9 2 2 2 2 2 2 1 2 2
Uprava® -(b? —¢?)=b" (¢? +1)+c’ (a” +b )+ b" (1=a”).

al (b =c?)=b* (cP + D)+’ (@ +bM)+ b (1-a) =

=a?bh? —atc? b et —b* +cla’ +c7bP + b7 -a’h =0

« NASOBENIE mnohoélena MNOHOCLENOM - kazdy élen jedného mnohoclena
vyndsobime kaZdym ¢lenom druhého a vzniknuté suciny sCitame.

10
i Uprav (a+b—c)-(3a=b+c)

(a+b-c)-(3a-b+c)=3a’ +3ab-3ac—ab—b* + be+ac+ be—c? =
=3a® +2ab-2ac +2bc-b* —¢*
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Pri po€itani s mnohoélenmi je vyhodné vyuzivaf vztahy:

(atb)’ =a® +2ab+ b’ Vyssie mocniny mnohoélenov upravujeme
(atb) "=a' £3a%b+3ab’ £ b° pomocou binomickej vety (pozri kapitolu ¢. 5).

(a+b+c) =a’ +b° +¢* +2ab+2ac+2bc

1l » ;

Uprav(x~ =3x+1)".

(x =3x+1)? =x? +9x2 +1-6x" +2x? —6x=x" —6x" +11x? —6x +1
n 12 "

Uprav (2\' - l)

3
(3\ _1]' gt A
3 3 9
« DELENIE mnohoélena JEDNOCLENOM - kazdy Elen Pri deleni musi byt delitel vzdy rozny od nuly.
mnoho¢lena vydelime jednoélenom. Vysledkom delenia mnohoélenov nemusi byt

&' n ] 2

Uprav (6u”v—2uv™ +uv—1): 3uv.

2 5 2v 1 1
(6u”v=2uv" +uv—1):3uv =21 ——+ - = — Podmienky: 1 = 0, v % 0
3 3 3w

= DELENIE mnohoélena MNOHOCLENOM

M 5 i . )
Vydel (5x° + 7x* —=20x° —11x? +23x-6):(x? +x-3).

i

(5x% +7x* —=20x* —11x? +23x—6):(x? +x=3) =5x"
-(5x° +5x* -15x%)
2xt =5x? —11x? +23x -6
—(2x* +2x* —6x?)
—Ix¥ =5x? +23x—6
—(—7x* - 7x? +21x)

+2x2 —Tx 42

2x? +2x -6 . 2
(05 i) Podmienky: ¥~ +x—3#0
0 Zvy30k pri deleni je nula.

RIS i
Vydel (8x* —10x? —=13x+19): (2x -3).

(8x% —10x? —13x +19):(2x-3) =4x’ +x -5+ = .4 3 Podmienky: ¥ = %
—(8x° —12x%) L ¢
2x% —13x +19 V priklade si mnohoéleny (delenec i delitef)
—2x% - 3x) usporiadané zostupne. A by to tak v zadani
—10x +19 Glohy nebolo, musime loto usporiadanie
—(=10x+15) vykonaf. ZvySok pri deleni je ﬁ

4
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Rozklady mnohoclenov

ROZKLAD MNOHOCLENA je vlastne jeho zapis v tvare suéinu
niekol'kych mnoho¢lenov nizsieho stupna.

Zakladné metody rozkladu:

1. VYNIMANIE SPOLOCNEHO JEDNOCLENA PRED ZATVORKU
Tymto jednoélenom delime kazdy ¢len mnohoclena.

2. POSTUPNE VYNIMANIE

Vhodne rozdelime ¢leny mnoho¢lena do niekol'kych skupin
tak, aby sme kazdu skupinu mohli napisatl v tvare sucinu
(kazda skupina ma spoloéného delitela, ktorého vyjmeme
pred zatvorku), éiZze napiSeme dany mnohoclen v tvare suctu
stcinov. Ak sa da z kazdého séitanca vynat isty vyraz pred
zatvorku, tak sme dany mnohoélen rozlozili (napisali sme ho
v tvare sucinu).

a’ —b* =(a—b)a+b)

a’ +b' =(a+b)a® —ab+b)
a’ =b* =(a=b)a® +ab+b?)
a® +2ab+b* =(a+b)’

a® =2ab+b* =(a-b)*

a’ +3a*b+3ab’ +b' =(a+b)’

a' =3a’b+3ab’ -b° =(a-b)’

- il

Pr. 16

xy+y—w’ =xpx+1-y%)
ax—ay+bx—by=alx—y)+ blx-y)=
=(x—y)(a+bh)

ax® —bx’ +bx—ax =
=x*(a-b)-x(a-b)=(a—b)(x* —x)=
=(a—b)x(x-1)=x(a-b)(x-1)

X2 =l=(x=1)x+1)

xt=l=(x?-D(x?+1) =
=(x=D(x+1)(x*+1)

x* +l=(x+1(x? =x+1)

x' —8=(x-2)(x? +2x +4)

Niekedy musime kombinovat vynimanie
pred zatvorku s vyuZitim vztahov.

Dané vyrazy uprav na sucin maximalneho poctu mnohoclenov:
)2a’ -2a b)2a* ~16a )27r' +r d)xz—yz—x? +2x -y’

2)2a° =2a=2a(a* =1) =2a(a+1)(a-1)(a" +1)
b)2a’ —16a=2a(a’ -8)=2a(a-2)(a’ +2a+4)
¢)27r! +r=r(27¢° +l,\=r{.§r+}]('~!r: =3r+l)

d)xz—yz—x +2xy-y? =z(x—p)—(x* =2y+ ¥ )y=z(x=y)=(x=p) =(x—y)z-x+1)

4, ROZKLAD KVADRATICKEHO TROICLENA

Niektoré kvadratické trojéleny sa daju rozloZit v obore realnych
¢isel R i v jeho podmnozinach. S rozkladmi kvadratickych
trojclenov v R sa budeme zaoberat v kapitole kvadratické
rovnice (pozri kapitolu €. 10).
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Napriklad trojélen x* + 5x + 7sa v obore R
neda rozlozit na suéin. Trojélen x* —ilx +9
sa v obore R da rozlozit na suéin, no v obore
Z sa neda rozlozif na suéin.




oy

Najmensi spolocny ndsobok a najvidsi spolocny
delitel dvoch alebo viacerych mnohoélenov

Naimensi spoloény nasobok # dvoch alebo viacerych mnohoélenov
zskame obdobne ako pre prirodzené €isla (pozri kapitolu €. 1) tak,
2= z rozkladov mnohoélenov na prvoéinitele vyberieme tie prvoéi-
=eie, ktoré sa vyskytuju aspon v jednom rozklade, a to s najvii¢sou
=ocninou kazdého z prvocinitelov, ktory sa v rozkladoch vyskytuje
2 Beto mocniny prvoéinitelov vynasobime.

2 vadsi spolocny delitel' D dvoch alebo viacerych mnohoélenoy
=skame opil ako pre prirodzené Eisla tak, Zze z prvoéiselnych
sozkladov mnohoclenov vyberieme tie prvoéinitele, ktoré sa vy-
sivtuu v kazdom rozklade aspon raz, a to s najnizsou mocninou
wxideho z prvocinitelov, ktory sa v rozkladoch vyskytuje. Tieto
mecniny prvocinitelov vynasobime.

Rozklady mnohoélenov, uréenie na D,
budeme vyuzivat v dalSich kapitolach,
najmé viak v kapitole Lomené vyrazy.

_ 4 ‘ ‘
Dané si mnohocleny M =x* —laN =x’ +x* +x+1 Uréi n(M, N)a D(M, N).
M=x?—l=(x+D)(x=DN=x’+x> +x+l=x(x+D)+(x+D)=(x+1)(x* +1)
(M, N)=(x+1)(x=1)(x" +1)

DIM,N)=x+1

Dané sit mnohotleny ¥, =x* -y, ¥, =x* = p* ¥, =x® =y . Uin(V,,V,,V,)a DV, ,V,,V,).

V, =x=y? =(x+ »)(x-))
V,=x"—p* =(x* -»¥)(x? +,1"’ )=(x—¥)x+ p)(x? +1Y)
Vy=x®=p® =(x" =y )x? + )= =) x+ 0)(xF + v+ p?)(x? —xp+p%)

(¥,

T V) =+ o) =)t + 07 +ar+ p i )t x4 Y

DV, .V, Vy)=(x+y)Nx—y)
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7. lomené vyrazy

Pojem vyraz

VYRAZY si matematické zapisy. POCTOVE VYRAZY st vyrazy, ktorymi
vyjadrujeme poétové operécie s ¢islami v uréenom poradi, v ktorom
maji byt vykonané (ako vyrazovy prostriedok sluZia rozne typy zatvo-
riek). ALGEBRICKE VYRAZY sii vyrazy skladajice sa z Cisel a pismen
oznaéujucich premenné, ktoré su spojené znakmi operacii, pripadne
zatvorkami.

LOMENE VYRAZY st vyrazy zapisané v tvare podielu dvoch vyrazov,
pricom menovatel' (delitel') musi byt nenulovy.

OBOROM DEFINICIE PREMENNYCH algebrického vyrazu je mnozina
vietkych tych hodnot premennych, pre ktore ma dany algebricky vyraz
zmysel (je definovany).

Dva ALGEBRICKE VYRAZY ¥, F, SA ROVNAJU, ak sa rovnaju ich
definiéné obory a ak pre lubovolné pripustné hodnoty premennych
nadobudaju oba vyrazy rovnaké hodnoty. Zapisujeme V, =V,.

Upravy algebrickych vyrazov

UPRAVOU, ¢iZe zjednodudenim ALGEBRICKEHO VYRAZU V|, rozu-
mieme nahradenie vyrazu I/, inym (jednoduchsim) algebrickym vyra-
zom V', , pricom plati V', =V,.

Pri upravach lomenych vyrazov vyuZivame vSetky poznatky, ktoré su

Obsah kapitoly:

O Pojem vyroz

0 Upravy algebrickych vyrazov

Prikladom poétového vyrazu je
3+(2-5)-(=1).

Prikladom algebrického vyrazu je
x—5alebo x +J;~—S.

Vyrazy ¥, =:;?3V1 =£

X
sa rovnaji pre vietky x € (0, =).

Slovo .jednoduchsim® vyjadruje snahu
dosiahnut, aby algebricky vyraz
obsahoval po tpraviach ¢o najmenej
algebrickych operacii, ¢o najnizsi

uvedené v kapitolach ¢, 1, 2, 3, 4, 6, 8. stupen premennych, ¢o najmensi
pocet zatvoriek atd.
Pr.l . " 5 3
T -2 2 ' ) — -
Upravv R: a) a—ab b) 98- =1AFY v+ —2u =5 d) ",} -+ — h‘
ab—b* 3z-2 Juv=2u-9v+6 Ix“y 4xy°
£ "t:-‘:’J:EEE_—f):{{ Podmienky: b # 0, a # b
ab-b* bla-b) b
9:2 —12:+44 _(32-2)" . | 2

W 32-2

3uv+9vy-2u—-6 3!'(!’! 5 3)—2(H+3) (N +3)(3|‘—2) u+3
C = = =- =
3uy=2u-9v+6  3v(u-3)-2u-3) (u-3)3v-2) u-3

Say+21bx

Ts
28x° y°

2a 3b
+

7x? v 4xy o

d)
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Podmienky: = # ;

)
Podmienky: 4 # 3, v # 3

Podmienky: x # 0, vy #0




Bl

L]

&

3a’ +ab® -6ab-2b"

Upravv R

9a° —ab* —18a*b+2b°

3a’ +ab’ —6a’b-2b" _3a’(a-2b)+b*(a-2b) _(a-2b)3a’ +b%) _

9a° —ab* —18a’ b+ 2b°
3a® +b° 1

" 9a*(a-2b)-b*(a-2b)

T (3a* +b7)(3a% -b) 3a’ -0’

(a-2b)9a* -b*)

Podmienky: @ # 2b, a # ii.aatﬂ.bae{)

Ve

2m—- x 2- 16—
Ziednodus:  a) m-n,_ m b)3+2\ 2 3x+x( x)
m-n n-m 2-x 2+x x*-4
2m—n m 2m—-n—-m m-n 3
a) + = = =1 Podmienky: m # n
m-n n—m m-—n m—n
342x 2-3x x(16-x) 3+42x 2-3x  16x-x?
b) - + = - + =
2-x 2+x x'-4 2-x 2+x (x=-2)(x+2)
=3-2x)(x +2)=(2-3x)(x =2) + 16x —x*
= ( X Jt X ) = Podmienky: x # +2
(x+2)(x-2)
_3x-2x’ —6-4x-2x+3x +4—6x+16x—x _ x-2 I

(x+2)(x-2)

3 3

_(x +2)(x-2) Tx+2 .

Zjednodus: [——L— -

n=1 n' -1 n2+n+i)[

2n+l)
n+ e
n—1

e
—_— = 3 —_— = . ﬂ
n=1 n =1 n" +n+l

2n+1
-+ =

n-1

_( I 3 _ 3 ]{n:—r:+2n+]]_n3+n+l—3—3n+3 n=+n+l_
n=1 (n=1)n* +n+l) n* +n+l n—1 (n+1)(n® +n+1) =
_u -2n+l_ 1 =(n-!)‘_ 1 3 Bkt e
n—1 n—1 n—=1 n-1
atb_a-b | 1+b’
Ziednodus:. 4=%_a+b b
g=4p* 1.2
B =i
at—=p* b b
a+b_a-b _ 1+b> (a+b)’ —(a-b)’ 2p-1-p’
a--b‘ a+1b’ b _ ,(a—?)(nj-b}z ) b = Podmisnky:a & LB, b 0, b1
g+ X By @=ht-pt=b 33040
al-b2 B b a5 =h? b?
a’ +2ab+b* —a® +2ab-b’  (p-1)*
2 (a—b)(a+b) b _ 4ab  (a-b)a+b) ~(b-1)® b _
~2b? (b=1)*  (a—b)a+b) 247 b (b-1)3
(a—b)(a+b) b?
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Pr.6

=2
Zjednodus: V=[J;+‘E Natx | _|¥a-NX
Jatx  AJat+x

yo(finl L) (B

(] (2

J—_(II)

=[W-(&+J§)]’_[ AriJa-dD) Y
+2/ax +x-a-x) \a-2Jax+x

(+}(J_-+.J_)(

4ax

gvs J +X o
B3 hed ax +x—a+2y Syt — _atx
dax S =
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&. Vyrazy s mocninami a odmocninami

Mocniny s prirodzenym mocnitelom

#e= lubovolné realne ¢islo @ a pre kazdé prirodzené cislo n je v mno-
Sme realnych cisel definovand #.TA MOCNINA: ¢" =a-a-...-a
S —

n ¢initelov

=l g nazyvame MOCNENEC (alebo zaklad mocniny), n sa nazyva
WOCNITEL (alebo exponent), €islo " sa nazyva MOCNINA.

Mocniny s celociselnym mocnitelom

e kazdé redlne ¢islo a (a # 0) a pre kazdé celé ¢islo n definujeme
sasledujuce mocniny:

< a =) az0
y' =g’
a-b) =a" b
[ a
= ey h#0
b b’
Odmocniny

%2 kazdému nezapornému ¢islu ¢ a ku kazdému prirodzenému éislu n
=usiuje prave jedno nezaporné Cislo b, pre ktoré plati: 5" = a. Zapisu-
jeme a = b, kde b je #-TA ODMOCNINA Z Cisla a. Cislo a sa nazyva
OOMOCNENEC (zdklad odmocniny), n sa nazyva ODMOCNITEL.

Fravidla pre pocitanie s odmocninami (@ 20, 520, m, n e N):

. a-3b =4 ab

340 b0
b Vb

&fa)” =\d_

'\;."n =\3 :""{.c.;

Ja=rAa

Obsah kapitoly:

0 Mocniny s prirodzenym mocnitelom
0 Mocniny s celociselnym mocnitelom
O Odmocniny

O Macniny s realnym mocnitelom

0 Odstranenie odmotniny z menovatelo,

tiostotné odmocnenie

Bieaa BHSl e Lg
S =12 '_ET';—T—'Z ¥
0" nie je definované
52.5' =5° =125

3" i
F=3 =

(2*)* =2 =256
(5-42)* =52 (¥2)? =25-2=50

Y i [ W

= | == =——=0,009
(m) 10" 1000
2.6 =12
N[5 i

o Vio V2

A10)* =10% =100

Y316 = 16: %625 = Y625
B=2307 =4
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Mocniny s redlnym mocnitelom

Pre a >0, me Z, n € N mozeme pisaf odmocniny v tvare mocniny
s raciondlnym exponentom:

af =

Va

n

=4

Pouzitim mocnin s racionalnym mocnitefom je mozné definovaf aj
mocniny s iracionalnym mocnitelom a sihrnne aj mocniny s redlnym
mocnitelom.

Uz skor uvedené vety o operaciach s mocninami mozeme pouzif aj
pre mocniny s reAlnym mocnitefom, ak r,s eR,a. beR".

S
=g?

2 i
{,a_’:a’.%=az.’ a’

5Y3 5173 o5V3HT3 gt 5
(255 )55 L (F-E)HH) _

s e g gl L
Zaist o

| -

Pr.l
Zjednodus V = \’ﬂ'- Ya-4a.
1
13 i i 1
13 LoLYT ((BesiYy ()T onm
V= a-(a»a“) ={a-a-‘-a”] =[a H ] =[a"J =a¥ =%a Podmienky: a = 0
Pr.2
Zjednodus V = Jx-%/x"’ Alx? :s\/,\"’ Alx-Yx7, prex >0
I
1 |3 1 1 1
3Na | L 1 1 1 $8+3+14 \5 114 5 \s
V= x-[x‘ x“} :[x"-x“-x‘] =[x3‘.\"x"]:[x 12 ] =x * :{_\":J =
3o s ou
=x8ox2=x W =x# =Yx! Poutili sme mocniny s racionlnym exponentom.
Pr.3
3 2h _t
ER I 2
Zjednodus V' = ‘;T——, ; a_u__:
al b? a?
1 1 11
. S A _‘:‘ B A - 4 2 1
V_a’ b g b | g =ht g S = g .a’ .
i A i) (g T &
a’ b2 qid alp? b’ z =i
a‘b a’h?
o 2
b? -a’ b-a’ 4N 2 2y L1 2 2
4 2 b’ —a’ |a’b [b—a’]a-‘b-’ [f:t—a3 ][b+a’] LK
a’bh? a’b ) alb? b+a’
=i e e 2 - 2 R
2 T a’b’ a’b a'b b-a? a'b’
a*h  a’h?
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Odstranenie odmocniny z menovatela,
tinstoiné odmocnenie

Odmocnina z menovatela zlomku sa da odstranif niekolkymi
sposobmi podla poétu odmocnin tak, ako v uvedenych prikla-
doch (pozri aj kapitolu ¢. 4, priklad 1).

Pr. 4
1 1
QOdstran odmocninu z menovatela: a) — b) ——
V3 1++3
.)L_L_[g_\‘s T 1=V3 _1-43 _1-43_J3-1
3 W33 3 1443 1+43 1-43 1-3 ) 2
Pr.S 6 12

Odstran odmocninu z menovatela:

N o Balh

g8 . 6 A5z _6(5+412) e
VI5-J12  Vi5-412 Vi5+412 3 Y
12 12 (V2+V3) 445 _12:(V2+43+45) _12:(Y2+3+5) _

b)ﬁw'}—ﬁz(ﬁw’i)—ﬁ (B+B)ed5 (24825  242J6%3-5

=12.(~6+J§+J§):6‘(J§+‘G+J§)=\[6_>(\[5+J3+J§)=Jﬁ+m+ﬁu=
2J6 V6

=243+342+4/30

V zavereénom kroku predchadzajiceho prikladu sme pracovali
sV12a+18, upravovali sme ich. Tato tprava sa nazyva Ciastocné
odmocnenie.

Podstatou CIASTOCNEHO ODMOCNENIA je rozklad odmocnenca Jiz
12=4-3=243,118=49-2=32
na taky suéin, ktorého aspon jeden €initel vieme odmocnit. r

Plati, 7 V' A? = |4 pre vietky 4 € R.
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Obsah kapitoly:

- # - - L4
9. Linedrne rovnice a ich sistavy 0 Pojem rovnica
prea oy ,'i-'l.;"z_.‘f-s'.ﬂ IR 3 Pojem linedrna rovnica a jej riesenie
Polam rovnica 4 3 line@rne rm'n?(e s nezndmou v menovoleli
O Linedrne rovnice s absolitnou hodnotou

Ak st flx) a g(x) funkcie premennej x definovanej na mno- O Vyjodrenie neznamej zo vzorca

zine D c R, tak pod pojmom ROVNICA rozumieme vziah 2 Linedrne rovnice s parametrom

S(x) = g(x). RIESIT ROVNICU znamena uréit vietky x €D, 0 Sustavy dvoch linedrnych rovnic

pre ktoré sa z rovnice stava pravdiva rovnost. Vietky tieto s dvoma nezndmymi

rieSenia (korene) tvoria OBOR PRAVDIVOSTI K. Mnozina D
sa nazyva OBOR DEFINICIE (definiény obor).

0 Sustavy troch linedarnych rovnic
s froma neznamymi

Funkciu na pravej strane nazyvame PRAVOL STRANOU ROVNI- 3 Riesenie slovnych tloh

CE, funkciu na lavej strane EAVOU STRANOU ROVNICE,

Pri rieseni rovnic moZeme pouZif tieto EKVIVALENTNE UPRAVY: e s’ et 7 0t

Vymena stran rovnice flx)=g(x) = g(x)=f(x) 4=x
Pnpocuan‘le funkcne.h{x) | 706) = g(x) e ()% h(x) = g(x)+ h(x) N
definovanej na mnozine D. |
Ni ;
asobenie nenulovou hx)=0prex eD: :
ot xx=4-x

funkciou /i( x) definovanou

= Slx)=g(x) o f(x) h(x)=g(x) hix)
na mnozine D.

Delenie nenulovou

o defi h(x)#0prex eD: o o
unkciou r{x)‘emovanou £(x)=g(x) & f(x): h(x) = g(x): h(x) Xix'=4:x
na mnozine D. b
Umocnenie nezapornych | S(x)=0.g(x)20prex eD: (x)?=4?
stran rovnice. fx)=g(x)e= M(x)=¢g"(x)::neN ’
Odmocnenie nezapornych I f(x)20.g(x)20prex eD: \’”_:= Ji

strdn rovnice. J(x)=g(x) = Y f(x)=4g(x):neN

f(x)>0,g(x)>0prexeD:
J(x)=g(x) & log, f(x)=log, g(x): log, x*=log, 4
aeR.a>0,a%1

Ekvivalentnymi tipravami sa nezmeni obor pravdivosti Ziadnej novovzniknutej rovnice. Nemusime preto robif skiisku
ako neoddelitel'nu stcast rieSenia rovnice. Ak ju robime, tak overujeme len spravnost vykonanych tprav. Pri niekto-
rych typoch rovnic (napr. s neznamou v odmocnenci) je skiiska neoddelitel'nou sucastou riesenia.

[
| Logaritmovanie kladnych
stran rovnice.

Pojem linedrna rovnica a jej riesenie
- LINEARNOU ROVNICOU s nezndmou x nazyvame kazdu rovnicu, ktord sa dé upravif na tvar ax + b =Ga eR. b € R.

Ak je a # 0, ma rovnica prave jeden Koreii x = -P-. Ak saa=0a b =0, ma rovnica nekoneéne vela rieseni
a
(korenov). Ak sa a=0a b # 0, nemd rovnica riesenie (koref). =
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Pr.l

Rieé\rRrovnicu:——[ﬂ—ii}}+tlwg+7'r =0
2 3 4 6 8
?—_\_[7_—\“_11]+ T=x% 9% 7.\‘+_\_ -0 |24 Wnasul?irnemvnicunajmensim
2 3 4 6 spoloénym ndsobkom menovatelov,
12(3=x)=8(7=x) + 6(x +3) +4(T=x)=3(9+ 7x)+ 24x =0 ::*;::::ﬁ:::i“;;:émnm
36-12x—-56+8x+6x +18+28-4x-27-21x+24x =0 :
x=1=0
x=1
Skuska: L(1) = ? -[% = %] + 3;—1 - % +1= Urobime skusku, aj ked nie je nuna,
. pretoze viatky Upravy bol
=g—[9—i]+9—E+I =1-2+141-241=0:P(1)=0:L=P;K = {1} ekvivalentné.
2 \3 4) 6 8
Pr.2 Pr.3
Ries v R rovnicu: L [E el ] =5x Ries v R rovnicu: A —(x-1)= SR o
2 6 3 3 6 2
3+2_\-_(1_l2x—l]:5x /-6 3x-l_(x_[)=3x~2_£ i
2 6 3 3 2
33+ 2x)-T7+2(12x 1) = 30x 2(3x—1)-6(x—1)=3x-2-3x
9+6x—-T+24x-2=30x 6x—-2—-6x+6=-2
30x =30x Ox+4==-2
0=0 0= -6
K=R Rovnica ma nekoneéne vela rieeni. K= Rovnica nema Ziadne riesenie.

Linedrne rovnice s nezndmou v menovateli

Pri rieSeni tychto rovnic musime vZdy uréit ich obor definicie a po vyrieSeni
rovnice overit, &i vSetky vypogitané korene patria do tohto oboru definicie. -
Ak neur¢ime defini¢ny obor neznamej, tak musime urobit skusku.

Pr. 4
2

x+3

_— : 3
Ries v R rovnicu: =
x+1

1
+—
x-2
x+l#0=x=-1
Podmienky: x +3# 0= x #-3; =>D=R-{-1;-3;2}

x=2#0=x#2

3 2

x+1 x+3
(x+3)(x=2)=2(x+1)(x=2)+ (x +1)(x+3)
It +3x-18=2x —2x—4+x7 +4x+3
3x? +3x-18=3x7 +2x -1
x=17
xeD=K={17}

1
+—
x-2

[ (x+1)(x+3)(x-2)
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Pr.5 | 2
Ries v R rovnicu: — - +- =]

[rrotss Vit x?-2
x(x+1) x(x-1) (x-1)(x+1)

Podmienky: x #0Ax # 1 =D =R-{0:-1:1}
il 1S -2
x(x+1) x(x=1) (x=1(x+1)

x=l+x+l+(x*-Dx=x"—-x

2x+x) =2x=x' —x

Upravime menovatelov v rownici,
aby sme lahsie urCili podmienky.

[(x+1)-(x-1)-x

x=0 xeD=2K=0

Linedrne rovnice s absolutnou Imlnotou

s Lomiyt e A Pt

Pri rieSeni tychto rovnic vychadzame z def‘ nicne ABSOLUTNEJ
HODNOTY VYRAZU M (x) obsahujiuceho premennt x, pre ktort
plati:

o M(x)|=M(x), akM(x)>0,
ak M(x) =0,

¢ [M(x)|=-M(x), ak M(x)<0.

Metoda, ktori pouzivame pri rieSeni rovnic s absolitnou hodno-
tou, sa nazyva METODA INTERVALOV. Tieto intervaly suvisia s tzv.
nulovymi bodmi. Nulovymi bodmi su tie hodnoty premennych,
pre ktoré vyrazy v jednotlivych absolitnych hodnotach nadobu-
daji hodnotu nula. Rovnicu rieSime pre kazdy interval samos-
tatne tak, Ze vyuZivajuc definiciu absolutnej hodnoty, nahradzu-
jeme absolttne hodnoty vyrazmi bez absolltnej hodnoty. Takto
dostaneme tol'ko Giastkovych oborov pravdivosti K,, kolko je
intervalov. Vysledny obor pravdivosti je zjednotenim Ciastkovych
oborov pravdivosti.

Pr. &

Ries v R rovnicu: 3+ 4|x -2 =5x

4|x-2=5x-3=5x-3 20:.\:2%

Nulovy bod: x =2 =0=>x =2

Lxe(2e)=x-220 3+4(=x+2)=5x

3+4(x-2)=5x 3-4x+8=5x
J+4x-8=5x 11=9x
-S5=x 11

X =—

9

.\':—565(2. o) =K, =@

x=%e(—m,2)=>|<z ={;

Kvoli zjednoduseniu vypoctov spajame
prvé dva pripady do jedného, Gize
|M(x)|=M(x), ak M(x) 20

Ak je v rovnici len jedna absolitna
hodnota s premennou, tak mame jeden
nulovy bod a dva intervaly (pozri priklady
6a 7). Ak sti v rovnici dve absolutne hod-
noty s premennou, tak mame dva nulové
body a tri intervaly (pozri priklad 8).
Ak je v rovnici k absolitnych hodnot

s premennou, tak dostaneme £ nulovych
bodov a k + | intervalov (pozri priklad 9).

ILxe(—2)=x-2<0

Nulovy bod rozdeli éiselnt os na dva
intervaly. Riedime dlohu v jednotfivjch
intervaloch.

Zistime, ¢i koref patri do daneho
11 definiéného oboru. Vysiedné riedenie
} |e ziednotenim rieseni v jednotlivych
intervaloch.




P

L4 )

L4 ]

Ries v R rovnicu: 3x —2x ~1|=x +1

[2x-1|=2x -1 =2x-120=x2
Nulovy bod: 2x -1 =0=x =l
2
ILxe [—w%] =2x-1<0

|-
=

Il.xE<I§.m] =2x-120

Ix—(-2x+l)=x+1 =(2x-1) =,
T s e ki
18,
1 0=0
x==
2

1 1

x=—g|—e - 2K, =0 K, =(=,
2 2 & 2
K=KL vk, =®U<1.m]=':!'l.°‘°]
2 \2
Ries v R rovnicu: [2x - 7|+ |x =2 =3
L. 1L 1L
Nulové body: 2x -7=0= x, =;.x—2=0=ax3 =2 ; ? \:;
5 7 3
7 ¥
o I x e<2.5] : 2
~2x+7-x+2=3 —“2x+7+x-2=3 m'xe<5'm)
—3x=-6 —x==2 2x-T+x-2=3
= x=2 Ix=12
x=4

x=2¢(-=2)=K, =0
K=K, uK, UK, ={24}

Ries v R rovnicu: [x|-2)x + 1|+ 3)x +
Nulové body: x, =0, x+1=0=x,

L x €(—=e,-2)
—x=2(—x-1)+3(-x-2)=0
—Xx+2x+2-3x-6=0
-2x =4
=-2
,\'=—2E(—W.—2)=¢K, =@

. x e (—l, 0)
—x=2Ax+1)+3(x+2)=0
-x—-2x-2+3x+6=0
0= -4
K,=0

K=K, uK, uK,; uK, ={-2}

x=25<2.%]=9K2={2}

2=0

=-l,x+2=0=x, =-2 L. IL.

IL x e(-2,-1)
—x=2(=x=1)+3(x+2)=0
—-X+2x+2+3x+6=0
4x=-8
x=-2
x==2e(-2-1)=K, ={-2}

IV. x € (0. )
x=2x+1)+3(x+2)=0
x=2x-2+3x+6=0
2x=-4
x==2
x=-2¢(0,=)=K, =0
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Vyjadrenie nezndmej zo vzorca

Pri vyjadrovani neznamej zo vzorca postupujeme tak, akoby sme riesili rovnicu, cize
pomocou ekvivalentnych prav daného vzfahu sa snazime osamostatnit neznamu.

Pr. 10
Z danych vzorcov vyjadri nezname veli¢iny uvedené v hranatej zatvorke:

a)F=ma [m, a] b) £, =!_;m-r'3 [m] ome, (t=1,)=mye, (1, 1) [1,.0.¢,]

)

F 2E
a) m=£,a= : b) m = “ c)r ..
a m ¥

Podmienky: [

a)a#0, mz0

-

byv#0

eym #0, ¢, 20, t#1,, mc; #-myc,

Linedrne rovnice s parametrom

ROVNICE S PARAMETROM st rovnice, ktoré obsahuju okrem neznamej
(napr. x) este dalSiu premennu (oznacujeme ju napr. p), ktoru volame
parameter. LINEARNE ROVNICE § PARAMETROM si také rovnice s para-
metrom, v ktorych sa premenna x vyskytuje len v prvej mocnine.

Parametre ovplyviuji hodnotu premennej s ohladom na vykonavane
operdcie, a preto musime urobit diskusiu rieSenia vzhladom na parameter,

Fﬂli'lf-HI:(':f: +:‘H:|‘_‘_.I

m ¢,

_mye, (1, ~1)

m(1-1,)

mye i+ m, et =mycyty +mpel

tlmyc, +mye, )=myc b, +mct,

mycyly, +me I,

myc, +m,c,

Rovnice s parametrom predstavuji
sthrnny zpis mnoziny rovnic,
vsetkych pripustnych hodnot za
v zavislosti od hodnoty parametra.

Pr. 1
Ries rovnicu (2p—1)x —6 = px s neznamou x € R a parametrom p € R.
2px—x—6=px
2px—-x—px =6
x(p=1)=6 [:(p=1)

/\

p=1=0=p=| p=120=p#l
x-0=6 _\-=._6
p—1
K=02 K:{L}
p=1
[ p [ k| et visiedy aiouoms
do suhmnej tabulky.
| p=1 K=0

Ak by bola v zadani podmienka, ze
x €N, p &N, tak by bol vysledok prikladu

ovplyvneny aj tymito podmienkami
a bol by tento:
P K
p=1 _K:@
!_=2_ K={6}
p=3 K={3} |
I p=4 | K:{?}
p=7 | K={1}




3

x=5

Ries rovnicu

Kx—3) p-Dx+D)  pE+1(x=3)

Podmienky: p# 0. p# 1, x # -1, x #3=D=R-{-1;3}

2 3

x=5

+ =
px=3) (p=I)x+1) plx+1)(x-3)

Ax+1D)(p-1)+3p(x=3)=(x=5)(p-1)
2xp-2x+2p-243px-9p=xp—-x-5p+5

x(4p=-1)=2p+7 [:(4p-1)
| 1
4p-1=0=p=— 4p-120=p+—
4 4
Qs o 2Rt
2 4p-1
2
K= o e
s 4p-1
=l T I X#S
%
_];t..p+7 #2p+7
4p-1 4p-1
—4p+1#2p+7 12p—-3#2p+7
—6+#6p 10p =10
p#-I1 p#l

Sustavy dvoch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi

SLSTAVOU DVOCH LINEARNYCH ROVNIC S DVOMA NEZNAMYMI nazyvame dvojicu
“=earnych rovnic s dvoma neznamymi, ktoré spolu stivisia. RIESENIM SUSTAVY
&woch linearnych rovnic s dvoma neznamymi nazyvame taka usporiadanu dvojicu
el [x; v]. ktora po dosadeni do obidvoch rovnic sistavy za prislusné premenneé

=meni kazdu z tychto rovnic na pravdivy vyrok o rovnosti Gisel.

Sostavu rovnic mozeme rieSit graficky (priblizny vysledok) alebo niekolkymi poé-
sovymi (numerickymi) metddami: porovnavacou, dosadzovacou alebo séitacou.

R

Sistavu rovnic rie§ numericky i graficky vR*:

Numerické riesenie (séitacia metoda):
@ 3x-2y=4
@ x+3y=5 [-(-3)

=1lly=-11

y=1 Dosadime za y
3x-2=4=>x=2 do rovnice @
K= {[3:1]} a dopotitame x.

3x-2y=4
x+3y=5

Grafické rieSenie:

s neznamou x € R a parametrom p € R.

[ p(p=1)(x+1)(x=3)

| P ' K
‘ p=0v p=I | Rovnica nie je
| definovana.
[ I
i e O b
p:tllhpfﬂn :{2{?_!__?]
& it 4p-1|

e £ yeeleid
! 3
e e W
0 y'2 3 & 5=
14 Z rovnic vyjadrime y a zostrojime grafy
prisludnych funkcii. Siradnice ich
?/ prieseénika (spoloéného bodu) su
hladanym riesenim.
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Sustavy troch linedrnych rovnic s troma nezndmymi

SUSTAVOU TROCH LINEARNYCH ROVNIC S TROMA NEZNAMYMI nazy-

vame trojicu linedrnych rovnic s troma neznamymi, ktoré spolu
stvisia. RIESENIM SUSTAVY troch linedrnych rovnic s troma nezna-
mymi nazyvame taki usporiadanu trojicu Cisel [x; y; z], ktora po
dosadeni do vietkych rovnic sustavy za prislusné premenné zmeni
kazdu z tychto rovnic na pravdivy vyrok o rovnosti isel.

Pri rieSeni sustavy troch linearnych rovnic pouZivame rovnakeé
numerické metody ako pri rieSeni sustavy dvoch linearnych rovnic.

Pr. 14

x+y-z=17
Ries vR’ sustavu rovnic: x +z —y =13
y+z=x=1]
x+y—z=17 E‘)
x=y+z=13
-x+y+z=17
2x=30 = x=I15
y=24 = y=12
z=10
K={[15:1210]}
Pr. 15
Ix+2y+3z=110
Ries vR* sustavu rovnic: Sx—y—4z=0
2x=3y+z=0

3x+2y+3z2=110

S5x-y—4z=0 E)
Ww-3y+z=0 [(-3) < [-4<Q
=3x+1ly=110 E)
x—=y=0 /-3 0]
8y=110
55 Dosadime za y
y== ,
4 do rovnice @.
55 Dosadime za x, y
x=—
4 do rovnice @.
2-—5—§—3-—+z =0
4
v—g
T4

‘V3eobecny zapis sistavy troch rovnic
s troma neznamymi:
ax+bytez=d
ayx+byte,z=d,
a;x+byy+eiz=d,
kdea,,ay, a3, b, by, by, ¢, ¢5,¢5,
d,.d,,d; (koeficienty) si fubovolné
redlne Eisla a x, y, = s nezname.

PouZijeme séitaciu metodu:
Séitame 1. a 2. rovnicu a 1. a2 3. rovnicu.

Neznamu z dopoéitame dosadenim za x, y
do lubovolngj z rovnic @, @, @.

Pr. 16

x+y-z=5
Ries vR” sustavu rovnic: 2x+2y—2z=17
x=3y+5z=15
X+y—z=35
x4+2y-2:=7 |:2
x=3y+5z=15
X+ y—z=35
C)
X+y—z=-
2
x=-3y+5z=15
0;&2
2
x=3y+5z=15
K=@ Sustava nemé rieSenie.




x+y—-z=5
Ries vR* sustavu rovnic: 2x + 2y -2z =10
x-3y+5z=15
x+y—-z=5 a3 vl i
avime pévodnu st ;
2x+2y-2z=10 [:2 i e sl
x=3y+5z=15
X+y=2z= Prvé dve rovnice su rovnake, v dalsom
x+y-z=5 vypodte budeme pracovaf len s jednou z nich.
x-3y+5z=15
X+y—z= Je to viastne sustava dvoch rovnic s troma neznamymi.
x=3y+5z=15 Jednu z neznamych zvolime za parameter, napr, z = 1.
X+ y—i=5 ;’-33}@ To je sustava dvoch rovnic s dvoma neznamymi x, y
x=3y+5r=15 s parametromt R .
4x =30-21
= _13 _LF Dosadime za x do rovnice @ a dopotitame
R hodnotu neznamej y.
E——f+r=5+f
2
1=5—E+f+i
2
5 3
p=—s+=1
9 22
5 i
K:-:[|il--?—i ->+' IleRj|l
L2 -2 20 2 |

Riesenie slovnych dloh

Ak v praxi riesime slovné tlohy, tak pouzivame rézne typy rovnic,
sustavy rovnic, nerovnice, pripadne sistavy nerovnic.

Pri rieseni slovnych uloh postupujeme takto:

Slovné ulohy si vzdy zadané siborom viet v urCitom jazyku (slovencina, ¢estina a pod.).

Text tlohy si musime dobre preéitaf (aj niekolkokrat), aby sme pochopili, aku veli¢inu mame

z uvedenych udajov zisti{ a aké su vzahy medzi velicinami, ktoré sa v ilohe vyskytuji.

Hladanu veli¢inu si oznaéime pismenom (bud' x, y, = alebo takym, ktoré nam pripomina vyznam
premennej, napr. d - poéet dievéat, ¢ - poéet chlapcov), uréime jej obor definicie, nazveme

ju premennou (resp. neznamou) a pomocou nej opiseme slovné vyjadrenie zadania pouZitim
matematickej symboliky.

Uvedomime si. aky algebricky ttvar (rovnicu, nerovnicu, ...) sme dostali. Tento potom pomocou
zauzivanych postupov riesime, a tak ziskame hodnotu neznamej veli€iny.

Vykoname skasku dosadenim ,do textu®, éim overime nielen to, ¢i sme zostavili rovnicu spravne,
ale aj to, i vypocitana hodnota neznamej je spravna.

Na zaver vysledok interpretujeme - vyjadrime ho slovne. To znamena, Ze napiseme odpoved,
pripadne nakreslime graf a pod.

45



Obsah kapitoly:

10. Kvadratické rovnice 3 Pojem kvadratickd rovnico
0 Typy kvadratickych rovaic o ich riesenie
Pojem kvadratickd rovnica 0 Vzfahy medzi korefimi o koeficientmi
) kvadratickej rovnice
KVADRATICKA ROVNICA je rovnica vyjadrend v tvare ax -~ + by + ¢ =0, O Kvadraticka rovnica s parametrom
kdea € R, a#0, b €R. ¢ € R Neznamou je x,ax” je Q Sistava lineérnej
l\:mDRA‘I‘I('K‘i' CLEN, bx LINEARNY CLEN a ¢ ABSOLUTNY CLEN. o kvadratickej rovnice
Cisla a, b, ¢ nazyvame aj KOEFICIENTY KVADRATICKEJ ROVNICE. 6 Yvadrotické: revnica
s absoldinou hodnotou

Typy kvadratickych rovnic a ich rieSenie

Kvadraticka rovnica v tvare ax> + bx +¢ =0(a. b,c €R.a#0,b#0,¢c 20)
sa nazyva aj VSEOBECNA KVADRATICKA ROVNICA.

Pre jej korene v R plati vzorec: D'lsknmmanl ovplyviiuje pocet
aj druh korefiovv Rav C.
—b+/D Pre korene v C plati vzorec:
g g W= —b+i||D| ‘
Wi e t
a -

Vyraz D = b* —4ac sa nazyva DISKRIMINANT.

» Ak je D >0, ma kvadraticka rovnica v R dva rozne korene.

+ Ak je D =0, ma kvadraticka rovnica v R jeden tzv. DYOJNASOBNY KOREN.

« Ak je D <0, nema kvadraticka rovnica v R Ziaden koren; v mnozine C ma dva komplexne zdruZené korene.
Pri rieeni kvadratickej rovnice vypoéitame najprv D a az potom rovnicu riesime, hladame jej korene.

Rozdelenie kvadratickych rovnic podla hodnot koeficientov b a ¢

| Rovnica ma tvar ax "+ ¢ =0 a nazyva sa Rovnica ma tvar ax - + hx =0a nazyva sa

RYDZO KVADRATICKA ROVNICA. KVADRATICKA ROVNICA BEZ ABSOLUTNEHO CLENA.
o 7 2 : ¢ Riesime ju vynimanim: x(ax + ) =0.
Jej riesenimv Rjex, , =% /——, Y b
. - B Jej jednym korenom je x, =0, druhym x, =——.
teda dva navzajom opacné korene. a a

Kazdu kvadraticku rovnicu méZeme previest na normovany tvar (normovat). Urobime to tak, Ze vSeobecnit
. . = = - > b £
kvadraticku rovnicu ax? + bx + ¢ = 0 vydelime koeficientom a. Dostaneme rovnicu x° +—x+—=0.
" o b c 2 . 3 a2 g 3
Zavedieme nové koeficienty p = —, g = — a rovnicu prepifeme. Rovnica v tvare x° + px + g =0 sa nazyva
a a

NORMOVANA KVADRATICKA ROVNICA.

Vazt ahy medzi koreiimi a koeficientmi kvadratickej rovnice

O korefioch x, , x, vieobecnej kvadratickej rovnice ax* + bx +¢ =0,
pripadne normovanej kvadratickej rovnice x ? 4 px + g =0plati:

! c
X, + Xy == X, Xy = - Uvedené vzfahy nazyvame

a a 4
VIETOVE VZORCE.

X| Xy =—p
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N¥razy x —x,, x —x, sa nazyvaju KORENOVE CINITELE.

Podmienky: x -3 #0=x#3 x-520=>x#5D=R-{3;5}
x43  x=]

_\-_3+x__§_4 ,"(.1 —3)(x—5)

(x+3)(x=5)+(x—=1)x-3)=4(x-3)(x-3)

x?—2x-15+x% —4x+3=4x? =32x +60

2x? —26x+72=0 }:2
x* =13x+36=0
_13+425 1315

D=169-144 =25 x, ,

—— =x, =%x, =4
2 2
x;, =9eDax, =4eD=K={%4}

ﬁ_x—!
Ries v R rovnicu: ~—2 =
i_.’(+l
3 4
2x —3x+3
6 =
ax-3x-—3
12
-x+3 12
T i
6 x-3
M=x [(x=3)
x-3
2x+6=x"-3x
x?—x-6=0
1£25 1%5

D=1+24=25 x, , =

1.
x,=3eDax, =-2eD=K ={—2}

=x =3x, =-2

Ak ma kvadraticka rovnica ax® + bx + ¢ =0korene x, , x,, tak platiax* + bx+ ¢ =a-(x —x, )-(x =x, ).

Ries v R rovnicu: a)5x? —18x-8=0 b)9x? —12x+9=0
a) D =324 +160=484; x, , ookl =Iai22=ox, =4, x, =—3:K ={4;—‘-‘2}
e 10 10 5 5
b)D=144-324 =-180: D <0 =K =01
; Rovnica nema riedenie v mnozine R
I2:|:J,H—I8 : i 24
3 o= 18I 01=12112"/§=2i;‘/§;l<={‘i;£] Ak by sme uvazovali o rieseni v C,
¥ malo by uvedeny tvar,
b
Ries v R rovnicu: "+3+ﬁ=4
x-3 x-5

Odkial wypiyva D =R - { 3}.
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Pr.4

Zostav kvadraticki rovnicu x* + px + ¢ =0, ktora ma korene:

a) Styrikrat vacsie,

b) o Styri vdcsie,

nez st korene rovnice x* —9x +15 =0, pri¢om tuto rovnicu neries.

a) X, =4x,. X, =4x,

X, +x, =9
X, -x, =15
X, +X,=-p
X, -X,=¢
4x, +4x, =-p
4x, -4x, =q
4(x, +x,)=-p
lox, x, =¢q

4.9=—p = p=-36
16:15=¢ => g =240

x? —36x+240=0

Pr.5

Zostav kvadraticku rovnicu s realnymi koeficientmi, ktorej jednym korenom je ¢islo x, = -
e

x* 4 pe+g=0

X, =x +4,X, =x, +4
X, +x, =9
X, -x, =15
X,+X,=-p
X, -X,=¢
X, +4+x,+4=—p
(x, +4)(x, +4)=¢g

X, +x,+8=—-p
X%, +4(x, +x,)+16=¢

Zapiseme vzfahy medzi korefimi hfadanej
a danej rovnice.

Zapiseme vzfahy medzi koredmi x , x,
povadnej rovnice x * —9x +15=0.
Zapiseme vzfahy medzi

koredmi X, X a koeficientmi

hladanej rovnice x * +px +g =0.

Dosadime do rovnic Cisla
AN, +X, AX,X,;.

9+8=—p
15+4.9+16=¢q

x? —17x467=0

. matt T _THH
Ui 1+ 2

1+3i
% o ==
‘ 2

X, +X, ==p

XXy =¢
.l_+_:” 1;3_5—_;, = p=-1
2 2 5
[+3f.l—3f_ =q==
2y 2
.\‘3—_t+§=0

2
Kvadraticka rovnica s parametrom

= p=-17  Urtime koeficienty
= g=67 kvadratickej rovnice
a rovnicu zapiseme.

+i

Zapieme hladany tvar kvadratickej ravnice.
Uréime algebricky tvar

komplexného isia x =§+—:

Uréime druhy koref rovnice.

Vieme, Ze korene kvadratickej rovnice

5 redlnymi koeficientmi su éisla komplexne
zdruzend.
Poutijeme Vietove vziahy pre korene
normovane] kvadratickej rovnice a ndjdeme
koeficienty p, g.
Mbzeme upravif na tvar 2x * —2x+5=10.

KVADRATICKE ROVNICE S PARAMETROM sii také rovnice s parametrom, ktoré obsahuju aspon jeden ¢len
s druhou mocninou nezndmej, no mocnina nezname;j v Ziadnom jej €lene nie je vyssia ako druha.

Parametre ovplyviujit hodnotu premennej s ohlfadom na vykonivané operacie, a preto musime urobif
diskusiu riesenia vzhladom na parameter, tak ako pri linearnych rovniciach s parametrom (kapitola ¢. 9).
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R

ni

Ries v R rovnicu: (m—1)x* =2(m+1)x + (m—2) =0, pricom x je premenna a m € R je parameter.

Lm=1=-22x+(1-2)=0

4

Lm#El=(m=-1)x =2(m+1)x+(m-2)=0
D=4(m+1)’ —-4(m-1)(m-2)=
=4m’ +8m+4—4m’ +12m-8=20m—-4.=4(5m-1)

Rovnica je linedma.

Rovnica je kvadraticka.
Urime jej diskriminant.

D>0c=a$n:—l>0nm>-l- I2=2(m+!]:t2JSm—l=m+l:t\f5m—l
5 : 2(m-1) m=1
D=0ﬁ5m-l=0@m=-‘— .‘l.'|3='-'§-
5 : 2
D<0ﬁ5m—l<0ﬁm<é KazR Rovnica nemd riedenie v R.
m J K |
| |
=1 K=l—-}
= R
me —mI—J K=0@
5
”
m:l |K:{—:—}
5 2
me[lj.l)u(l.m) Kz{mHt\!Sm—l[
U3 m=1 [

Uréi, kedy ma rovnica z predchadzajuceho prikladu dva realne rozne korene:

a) oba kladné,
¢) jeden kladny a jeden zaporny,

b) oba zaporné,
d) prave jeden koref rovny nule.

(m=1)x? =2m+Dx+(m-2)=0 Ravnica bude maf dva rbzne
s o m+] m-2 redlne korene pra
x*=2——x+—=0 i
m1" m-l me[-—,1)u(t o
5
+ - .
a)x, >0Ax, >0@-p>oAq>0ﬁm_]>0Am_2>0¢, Uréime normovany tvar
m—1 m-—1 rovnice X ° +px+q =0,
+ - + - - i
D i A i 5 +, Ciie:p:—zm_ﬂ'q=m_2_
-1 1 m 1 2 m m-1 m-1

e me(—oo,—1)uU(l, =) A

me(—oo,1)U(2, ) & me(2, =)

me(é,l)u(l.W)AME(z.“)@"”’5(3-”]

b, <Uxz, el —patngsoa® a4 20
m—1 m—1
+ - + + - o+
B & > A B g >
-1 I m 1 2 m
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ome(-1.1) A me(—e, 1)u(2 =) me(=11)

mE[é,l]u(l,w)ame(—!.l)ﬁme[é.l] b= eEsT— l_)

2 m
c)x, >0Ax, <04=~q~:0=rm—_?cﬂwme(l.2) Tento zéver vypljva z pripadu b).
—
1
me(;.l]u(],m)nm&(]ﬂ)ﬁme{i.E)
) m=2
d)x, =0ax, ¢0<=>q=0¢=—]=0¢=>m‘—2=0<:>m=2
Pl
x? =6x=0 Vypotitame oba korene.
x(x-6)=0=x, =0Ax, =6
x, <0 X, >0 x, >0 Riedenie mazeme prehfadne
Xy B8R %X eR x <0 x, <0 x, >0 zapisal zobrazenou schémou,
3 — e I
¥ 2 ! 2 "
5
v v
xeR .t'=—-§ .\'=—l x, =0
2 +
x, =6

Sustava linedrnej a kvadratickej rovnice

Tuto sustavu rieSime zvycajne dosadzovacou metodou, ¢ize z linearnej rovnice vyjadrime niektort z neznamych,
dosadime do kvadratickej rovnice, riesime ju a substituénou rovnicou dopoéitame hodnotu druhej premenne;j.

P8 y
Ries vR? sistavu rovnic: ity
y=5=0
Numerické riedenie: Grafické riedenie:
1=y xi=y =yp=x?
y=5=0 =y=5 y=5=0 =y=5
x*=5=0 K = {[V5: sl [-5: 5]
X132 =+5 { }
K ={[V5:5:[-5: 51}

Pr.9

: _ Sxl-x-yt=44
Ries v R’ sustavu rovnic: :

y=2x=8
Sxl-x—pt =44 Riesime opaf dosadzovacou metédou.
y=2x=8 =y=8+2x © Vyjadrime y z linedmej rovnice

sx2 -—x—(8+2x)1 —44 a dosadime do kvadratickej rovnice.

Sx? —x—64-32x—-4x* —44 =0
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x? =33x-108=0 Vyriesime kvadraticku rovnicu.
33+./1521 3 Dosadi ice @
DT ST TS LT IS S i v i
s 2 2 = a dopocitame druhu nezndmu,
y, =80,y, =2
o {[36: 80]; [_ 3 2]} Zapiseme rieSenie sustavy rovnic.

Kvadraticka rovnica s absolétnou hodnotou

Kvadraticku rovnicu s absolatnou hodnotou riesime obdobne ako linearnu rovnicu
s absolutnou hodnotou, teda metodou intervalov a nulovych bodov (pozri kapitolu ¢é. 9).

Pr 10 ’
Ries v R rovnicu: ]_\' 4 —,\'| =X
- - +
0 1 x
Ciselnd os vyjadrujica symbolicky

kladnost alebo zapomosf vyrazu
2

Nulové body: x* —x =0 = x(x-1) =0 x, =0,x, =1
L x €(=<,0)U(l, =)
.‘.‘: - X=X
x1-2x=0
x(x-2)=0=x, =0,x, =2

X =0e(==,0)U(l,2)Ax, =2&(—20,0)U(l. ) =K, ={0;2}

x* —x v jednotlivych intervaloch,

I x €(0,1)
—xi4+x=x

2t =0 =0
X; 4 =0e(0.)=K, =0

K =K, UK, ={0.2} U@ = {0;2}

P11 ;
Ries v R rovnicu: x* —|3x —4| =0

Nulovy bod: 3x -4 =0 x = %

I.Lxe [—M%]

¥ —(-3x+4)=0
x' +3x-4=0
(x-1)(x+4)=0=x, =l x, =—4

x; =1 E[-ﬂﬂ.%]f\.\'z =—4 E(—w,%]:K[ ={l.-4}

/4
I.x e {*3* W) Tato rovnica nema v mnozine redlnych

x?=(3x—-4)=0 ¢isel riedenie, pretoe diskriminant je
x? =3x+4=0 zaporny (D <0).
: =9

K
K=K, UK, ={I,-4}u@={1;-4}
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Pr. 12

Pr.13

Pr. 15

Ries v R rovnicu: x +|3x —4|=0
x? +[3x-4|=0
(3Bx-4|=0nAx’

4—#0
3

=0)=b(.\'=%/\x=0]

K=09@

Ries v R rovnicu: ‘xi -4|+ 3x=0
Nulové body: x* —4 =0ex =12

L x € (=0, =2) (2, o)
x2 +3x-4=0
(x=1)(x+4)=0=x, =l,x, =—4

x, =1@ (=00, -2)U(2, @) Ax, =—4 €(—00,-2)U(2, =) =K, ={-4}

II. x €(-2,2)

—x? +3x+4=0
x?=3x-4=0

(x=4)x+1)=0=x, =4, x, =-1

x, =4e(-2,2)Ax, =-1€(-2,2)=K, ={—l}

/(=D

K=K, uK, ={-4;-1}

Ries v R rovnicu:

x? +2x+2|=[x|

Suicet dvoch kladnych vyrazov
sa rovna nule, pricom
[3x-4|z0ax® =0

To mbze nastaf jedine viedy, ak
sa oba séitance rovnaju nule.

Ciselna os vyjadruje
symbalicky kladnosf alebo
zapomosf vyrazu x 2 — 4
v jednatiivich intervaloch,

Nulové body: x =0, x* +2x+2=0=D<0 A x, , €R x* +2x+2>0preVx eR

I.x €(—==,0)
x? +2x+2=—x

x?+3x+2=0
(x+D(x+2)=0=x, ==l x, ==2
x, ==l €(=0,0) AX, =2 €&(—0,0) =
=K, ={-1-2}

K=K, UK, ={-1;-2}u@={-1.-2}

- +1
x? -3x -4 |x—4|

Ries v R rovnicu:

I x € (0, )
x2+2x+2=x

x'+x42=0D=1-8=-7T=D<0=

=x,, eR=K, =0

Nulové body: x2 —=3x -4 =0& (x —4)(x+1)=0&x, =4,x, =-1,

x-4=0=x, =4=x,
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Diskriminant je zapomy, preto
rovnica nema riedenie v obore
realnych ¢isel.

Tieto nulové body viak
nesmieme zaradif do intervalov,
pretoze jednotlivé zlomky by
nebali definovaneé.




L x (=, ~-1)
. 3 il %1
x*-3x—-4 -x+4
- 0. +1 [(x=4)-(x+1)

(x—4)(x+1) x-4
=—(x+1)+x? -3x—4
3=—x-1+x?-3x-4
0=x? —4x-8D=16+32=4+3

- =4*:J§=212J§
x, =2+2V3 g(~o,~1)Ax, =2-2\3 €

€ (—o0, 1) =K, ={2—2J§}

11 x € (4, =)
[(x=4)(x+1)

3=x+1+4x’ =3x-4

0=x°-2x-6
A T4
.‘n,z=2i :+24=-_§ﬁ=liwﬁ

x, =1+JT e(4. ) ax, =1-J7 g (4, ) 2K, =
K=K, UK, UK, ={2-2V3}u{2-V6}v@ ={2-2V3:2-V6 }

Skuska: L (2-2v3) = 3

ILx e(-1,4)
3 1
= +
—~(x? =3x-4) -x+4
-3 _ -l

e T e

3=-—x—-l+x?-3x-4
0=x?-4x-2D=16+8=2V6

x, =2+V6 ¢(-1,4)ax, =2-J6 e(-1,4) =
=K, ={2—Jg}

V tomto priklade este
ukaZeme, ako vyzera
skuska, i ked nie je nutnd,
lebo sme v priebehu
riedenia pouili len
ekvivalentné upravy.

3 e

(2-243)" ~3(2-243) -4 =]4—3ﬁ+|2—6+sJ§—4| ﬁ|6-2~ﬁ\ 8

3 3 3+43 3(3+J§)=3+J§

T6-243 2A3-3) 3+3 2:6
o . " C1+242V3 _ 3+243 143

P(z_zﬁ)"]z—zﬁqr _2+2J§+ _2(|+-J3) ~ 2(1+473) g(|+f) -
J”f('_;ﬁ”ﬁ:"_‘f 343 1 (2-243) =P (2-243)
L{2-6)= # 3 3 _3 6 _3f6_+6

T e-V8)? -3(2-V6) 4| \44I+66+3J‘4HJ'|J36 6 2

1 1 o _1+2+6 _ 3446 2- J‘

Ll 26 \ 1-2—46\+1_2+J€+ T 245/6 . 2446 2

_6+2J6-3V6-6 =*__*/23=§:£(2._J§)=P(2—J§)=K ={2-2V3:2-J6}

-2
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Obsah kapitoly:

11. Rovnice s neznamou v odmocnenci 2 Pojem rovnica s neznamou v odmocnenci
0 Riesené priklody

Pojem rovnica s nezndmou v odmocnenci

Umociiovanie je ekvivalentna tprava len
vtedy, ked su obe strany rovnice neza-
porné. To viak nemozeme zarucit, ak

sa v rovnici vyskytuje neznama.

ROVNICE S NEZNAMOU V ODMOCNENCI (iracionalne rovnice) su
rovnice, ktoré obsahujl vyrazy s neznamou v odmocnenci.

Riesené priklady
Rovnice s neznamou v odmocnenci rieSime umocnovanim, ¢o vsak V niektorych pripadoch je vhodné pri rie-
nie je v tomto pripade ekvivalentna tiprava, preto je nutnou sicastou seni pouzif substitiiciu a uréit podmienky.
rieSenia skuska. Vyuzivame tu tiez vietky poznatky z kapitol ¢. 9 a 10.
Pr. 1 Pr.2
Ries v R rovnicu: 4/5—-x =2 Ries v R rovnicu: 5—x =x+1
Js-x=2 J°? Uréime podmienky: S—x 20Ax+120= x e (-1;5)
5—x=4 Ji-x=x+1 |}
x=1 S—x=x7+2x+1
Skiska: L(1)=+v5-1=+4=2, x?43x-4=0=x, =l,x, =—4
P(1)=2,L=P=K={1} Skuska: L(1)=v5-1=+4=2,P(1)=1+1,L=P;

X, =4 nevyhovuje podmienke =» K = {1}

Pr.3
Ries v R rovnicu: {1+ x —y/4—-x =1
Nevhodny postup riedenia: Vhodnejsi postup riesenia:
VI+x—yd4-x =1 g JI+x —y4-x =1 /+4-x
l+x=2J(1+x)(4-x)+4-x=1 Vl+x =1+4J4-x ik
20 +x)4-x)=-4 /:(=2) l+x=14+2Jd—-x +4-x
JO+x)(4- .\): h* 2x—4=2J4-x I:2
(1+x)(4-x)=4 x-2=44-x =
4+3.\—.r =4 x?—4x+4=4-x
x? =3x=0 x?=3x=0 Dalsi postup je
,\'(_r—3)=0=.t, =0,x; =3 rovnaky ako v postupe
uvedenom viavo.
Skuska: L(0)=v1+0-v4-0=+1-V4 =1~ z=—| P(0)=1L=#P
LG3)=v1+3-V4-3=V4-J1=2-1=1,P(3) =1, L=P=K={3}
Prd
Ries v R rovnicu: x =306+ /x
x =306+ /x Substiticia: +x = a
a’ =306+a
a’ —a—306—0
1+1224 1135 .
ay , = =18,a, =-17 Dosadime naspaf do substitucie.

=aq
2
Jx, #-17<0, F-ls::-l =324

Skuska: L (324) =324, P(324) =306+ /324 =306+18 =324, L=P = K={324}

54




Pr.5 Pr.6
Ries v R rovnicu: {/x +2+x -2 =42x+3 Ries v R rovnicu: 1+ xv2x? +8 =x +1
Jx424x-2=2x+3 | ? VI+xy2x7 +8 =x+1 ji®
x+242/(x +2)(x-2) +x-2=2x+3 14+ xy2x? +8=x" +2x+1
2/x? —4 =3 it xy2x? +8-x(x+2)=0 Rovnica je zapisa-
4(x*-4)=9 x(V2x? +8-x-2)=0 na v tvare sicinu.
4x* =25
.25 Lx =0 ILy2x+8-x-2=0
Xt =—
4 Vax? +8=x+2 [}
.\'i_3=i§ 2x7 +8=x +4x+4
— * x? —4x+4=0
smsm:u[-]: §+:).+\J§-z= (=8 "=
o g = 2 == Xy =2
9 |1 1.1 1 4
=al= - = -— —=4 |-=—= L :
\/2" o 2*\]2 =19 02 Skuska: I (0) = V1+0v2-0+8 =1,
P[§]= 2.043= s=2ﬁ.u(§]=9(§] P(0)=0+1=1,L=P
2 2 2 g

L(2)=v1+2/8+8 =1+8=3,

off Ji § [5 5
L(—'E]=\}‘—§+2+ —5—2=>'-§EK,816R P{2)=2+1=3,L=P3K={0:2}
(5] '
K=4=14
(2]
Pr.7
Ries v R rovnicu: /24 + x ++/12—-x =6
Y24+ x +12-x =6 Substiticia: Y24 +x =a,412-x = b
a+b=6 )
M4+x=a’ Dostaneme ststavu troch
e rovnic s tromi premennymi a, b, x.
m i i Updr;vima]unasust:auu:rochmnic
o3 438 g s dvoma neznamymi a, b.

a' +(6-a)’ =36
a’ +36—12a+a’ =36

a' +a* -12a=0 Dosadime do substiticie za a,,a,,a,
a(a® +a-12)=0 adopocitame x |, x,, X .
IL.a, =0 m.a* +a-12=0
(a+4)(a-3)=0=a, =-4,a, =3
Y24+x, =0 /° Ya+x, =4 |° Ya+x, =3 |°
24+x, =0 24+ x, =—-64 24+ x, =27
x, =—24 x, =—88 x; =3
Skuska: [(-24) =324 -24 + /12-(-24) =6, P(-24)=6,L=P
L(-88) =324 -88 = -64 Nema zmysel.

L(3)=324+3+12-3=3+3=6,P(3)=6,L=P =K ={-24:3}
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Obsah kapitoly:

12. Linedrne a kvadratické Q Pojem nerovnica
O Pojem linearno nerovnico
nerovnosti a ich Sl'lstﬂw 2 Nerovnice s absoléinou hodnotou
0 Sostavy linedrnych nerovnic
POIGHI nerovnica O Pojem kvadratickd nerovnica
O Pojem nerovnico s neznomou v odmecnenci
Ak st f(x)a g(x) funkcie premennej x definovanej na 0 Nerovnice s dvomo neznamymi a ich sistavy
mnoZine D c R, tak pod pojmom NEROVNICA rozumieme
niektory zo vztahov f(x) < g(x), f(x) > g(x), Analogicky ako pri rieSeni rovnic pouzivame
S(x) 2 g(x), f(x) < g(x). aj pri rieSeni nerovnic terminy fava a prava
RIESIT NEROVNICU znamena ur€it vietky x € D, pre ktoré strana nerovnice, obor definicie nerovnice,
sa z nerovnice stava pravdiva nerovnost. obor pravdivosti K a pod.

Pri rieSeni nerovnic moéZeme pouZif tieto EKVIVALENTNE UPRAVY:

Vymena stran nerovnice spojena

ol f(x) <g(x) = g(x) > f(x) 4>x?
s0 zmenou znaku nerovnosti. [
Pripocitanie funkcie A(x) 1(x) < g(x) © f(x)+ hix) < g(x)+ h(x) . TONNES
definovanej na mnoZine D. .
Nasobenie kladnou funkciou A(x) | h(x)>0preV¥ x eD: 5 i ]

| x2ix* <4.x!

definovanou na mnozine D. | f(x)<g(x)e f(x) hix)<g(x) hix)

| Nasobenie zapornou funkciou A(x) |
definovanou na mnozine D spojené
$0 zmenou znaku nerovnosti.

h(x)<OpreV x eD:

f(x)<g(x) & f(x)-hix)>g(x) hix) L e

Umocnenie v pripade nezapornych | 3 2

. |0 f(x)<g(x)e f"(x)<g'(x)ineN (x%)? <4?
stran nerovnice. |
Odmocnenie v pripade nezapornych 0< f(x) < g(x) & 1 F(x) < g(x); neN \[\_’ <J3

stran nerovnice.

Ak pri rieSeni nerovnice vykonavame iba ekvivalentné upravy,
nemusime robif skusku. Ak ju urobime, tak overujeme len
spravnost vykonanych tprav. Nerovnice maji ¢asto nekoneéne
vela korefiov, skiska je zdihava a pomerne obtiaZzna. Namiesto
nej urobime len priblizné overenie, t. j. dosadime len niektoré
z ¢isel patriacich do oboru pravdivosti a niekolko ¢isel mimo
neho, a tak si overujeme svoje vypoéty.

Zapisy ekvivalentnych tprav su analogické
aj pre nerovnice so znakmi >, <, 2.

Pri rieSeni nerovnic ¢asto pouzZivame aj
metodu intervalov. Tento postup je sice
rychlejsi ako iné, ale sucasne narocnejsi
na sledovanie vietkych podmienok.

Pojem linedrna nerovnica

LINEARNA NEROVNICA je taka nerovnica, v ktorej sa vyskytuje premenna (napr. x) so stupiiom
mocniny maximalne jeden, t. j. nerovnica, ktora sa da upravit na jeden z tvarov:
ax+bh<0ax+b>0av+b<0 ax+ b =0, kde g, b si l'ubovolné realne Cisla a x € R je neznama.
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Pr.1

Pr.2

Pr.4

Ries v N nerovnicu: 2+:h’ 2 é + 1241

2 3
2+2?,\'<§+12x+1 /6
6 2 3
2+27x <15+24x+2
Jx <15 l:3
x<5
K={1;234}

Ries v N nerovnicu: 3(x +2)+ YT_Z >0

3(.:+1)+%>0 /-3
bx+12+x-2>0
7x >-10 [:1
10
X D>——
7

Ak by sme uvaZovali o riedeni v R,
tak by platilo: K ,(_1?9_“]_

o .ox=1
Ries v R nerovnicu: —— 21
-x

x-1

et 5 | 3=

e [-(3-x)

L3-x>0=x e(—=,3)

x=-123-x

2x 24 f:2
x22

K, =(—=0.3)n(2,22)=(2,3)

I.3-x<0=x (3, )
x—-1<3-x
2x <4 [:2
x<2
K, =(3, o-o)r\(wo.Z)"—-@

K=K, UK, =(23)u@ =23

—

Nasobime nerovnicu 6, 6 > 0, tize
znak nerovnosti sa nezmeni,
Delime nerovnicu 3, 3 > 0, éize
znak nerovnosti sa nezmeni,

Ak by sme uvazovall o rieeni v R,
tak by platilo: K = (—es, 5).

Pr.3
Ries v N nerovnicu: 3(x —2) + 5%2 >0

x—2

x=2)+=>0 /-2
6x—-12+x-2>0
Tx>14 fin?
x>2
K=N-{l:2}  Akbysme uvatovali o riedeni v R,

tak by platilo: K = (2, «).

Efektivnejsi postup riedenia:

f—_l 21 /=1 Nerovnicu anulujeme.
I—x
i LY
3—x
x—-1-3+x >0
3—x
Dt
3-x
Nulové body:2x -4 =0 x=23-x=0&x=3
—_ + —_
2 3 X Dosadime do lavej strany nerovnice
@ napr. nulu, ktord sa nachédza
v lavom intervale. Lava strana
nadobudne zapomu hodnotu,
V dalsich intervaloch strieda nerovnica
svoje hodnoty vzhladom na znamienka.
Preto je nad &iselnou osou —, +, —
K=(2,3)
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Nerovnice s absolitnou hodnotou

Pri rieSeni nerovnic s absolutnymi hodnotami postupujeme obdobne ako pri rieseni rovnic s absolitnymi
hodnotami (pozri kapitoly &. 9 a 10). Rozdiel je len v tom, Ze nezistujeme, ¢i koren patri do danej casti
definiéného oboru, ale zistujeme prienik rieSenia a danej ¢asti oboru definicie.

Pr.5
Ries v R nerovnicu: [2x —3| 2 [3x -2 L IL I
A R e B i

E x
2

|

Nulové body:2x -3=0&x = % Ix-2=0&x =§

l.xe [—w 2] Il. x e <-2- 3) HI. x € <g m)
3 32 2

-2x+32-3x+2 -2x+323x-2 2x-323x-2
xz-1 525x Fis -12x
K =(—1,oo)n(-m.z)= x <1 3
1 3 K‘ =(~m']>m(;.m]:®
\2

23 mnnfi)-)

Sustavy linedrnych nerovnic

Sustavu linearnych nerovnic rie§ime tak, ze kazda nerovnicu vyrieSime samostatne, Cize ur¢ime ich obory
pravdivosti, a celkové rieSenie, L. j. vysledny obor pravdivosti, dostaneme ako ich prienik.

Pr 6 1
7~x_3<3+4.\ o
Ries v R sustavu nerovnic: 2
3.\-+S(4—x)~<2(4-x)
7—;"5—3-:3*54" -4 /10 g.\‘+5(4~—_\')<2(4—,\') /3
35-5x-30<6+8x—40 Sx+60-15x <24 —6x
5-5x <8x-34 —10x +60 <24 —-6x
39 <13x l+13 36<4x /:4
A>3 x>9
K, =(3-°°) K, =(9. =)

K=K, nK, =(3, =) (9, =) =(9 =)

Pojem kvadratickd nerovnica

KVADRATICKA NEROVNICA je taka nerovnica, v ktorej sa vyskytuje premenna (napr. x) so stupiom mocniny
maximalne dva, t. j. nerovnica, ktora sa dd upravit na jeden z tvarov: ax ‘ibx+e<0,ax’ +bx+c>0,
ax’ +bx+c<0,ax’ + bx+c =0, kde a, b, ¢ sit lubovolné redlne &isla, @ # 0, x € R je neznama.
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Niektoré zasady riesenia kvadratickych nerovnic:
* riesime ich opéf pomocou nulovych bodov, Eiselnej osi a intervalov, ktoré vzniknu vdaka nulovym bodom,
+ nerovnice anulujeme (upravime tak, aby na jednej strane nerovnice bola nula) a zistime znamienko nenulovej
strany nerovnice v niektorom z intervalov (pomocou zvoleného €isla z tohto intervalu),
= vyuzivame fakt, Ze znamienko kvadratickej funkcie sa v jednotlivych intervaloch strieda.

L)

Pr.8

P9

Pr. 10

Ries v B nerovnicu: x° —=2x-3>0

(x=3)(x+1)>0 £ ==
Nulové body: x; =3,x, ==1 — & § 7~
L(2)<0

K=(—e -1)U(3. =)

Ries v R nerovnicu; x° —2x+1<0

(x-D? <0

K={1}

Ries v R nerovnicu; x° —3x-520

x?-3x-520
x? =3x-5=0

_3:49+20 _3:429
2 2

Nulové body: x| , =
L(0)<0

[ 3-v29\ [3+429
3 ) U

g ! 2

K=|—=

. o9

” e
Ries v R nerovnicu; —— = ——
|x +6| [_\' —4]

Podmienky: x # -6 A x # 4
[x+2] _ |x-1
>
[x+6]  |x—4
[x+2-]x—4] 2 |x —1]-]x + 6]
[(x+2)(x =) 2|[(x =1)(x +6)|
Nulové body: x, =-2,x, =4, x; =l,.x, =6

[-]x +6]-|x -4

Upravime nerovnicu, aby sme fahgie nadli nulové body,
uréime ich a znazornime na éiselnej osi. Zvolime &islo

2 luboveiného intervalu (nie hranicu) a uréime hodnotu
favej strany nerovnice v tomto bode. Uréime znamienka
ostatnych intervalov - vieme, Ze sa v intervaloch striedaju.

Vyraz (x -1)° jepre ¥ x € R nezdporny.

Lava strana sa neda v Z rozlozit
Vyrie§ime najprv rovnicu.
+ - +
3-429 3+29
2 2

=
x

Tento vyraz je kladny (V x eR-{-6;4})
a znak nerovnosti sa teda nezmeni.
L. 11. 1. V. V.
o ® 3
-6 -2 1

=0

Lxe(—e—-6) = [(x+2}(.r—4)]=(.\‘+2){x—4)A|[x—l)[x+6}j=(x—l)(x+6)

x?=2x—82x? +5x-6
-227x Fud

X &~

7
K, =(—m,~6)n(—m.—%>=(—m.~6)

Ly e(=6,-2) = [(x+2(x—4)|=(x+2)(x—4) Al(x-D(x+6)|=—(x—1)(x+6)

x? —2x-82-x?—5x+6
2x +3x-1420
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—3+9+112 _-3%11 7 s - +

Nulové body: x, , = 2 3 =X =2,%, =—E

.
[SHIET ]
-

xe [—w —%)u(l o)

O

I x E{—2.1) = 1(x+2)(x—4}]=—(x+2}(.r—4)A]{x—l)(x+6)|=—{x—-l)(x+6}
—x? 42x+82-x?=5x+6

Tx =2-2 Jz7
X
2
2 2
K, =(=21)n (-2, ) =(-2,1
3= )m< 7™ < 7 )

IV.xe(1,4) = [(x+2)(x—4)|=—(x+2)(x—4) A[(x=1)(x+6)| = (x=1)(x+6)
—x? +2x+82x" +5x—6

-2x? =3x+1420 /(1)

27 +3x-14<0

®
"y

=3£49+112 -3%11 7
= =X, =2,x, - =

Nuloveé body: x, , = 3
TERL 4 4 21 -

is

K= <—% 2> N(1,2)=(1,2)

[SREST

V.x €(4,) = [(x+2)(x—4)|=(x+2)(x—4) A|(x=1)(x +6)| = (x =1)(x +6)
x? -2x-82x? +5x-6
-Tx22 . [:(=7)

2
X <—
7

KS = [—oo‘ —%) MN(4, )= @

K=K, uK, uK,; uK, uK; =(—m.—6)u(—6.—%>u<—%,l>u(l,2)u® =

NG(-2 )
=(—oo, —6 -, —~— ) (==, 2)
: )U{ BT

Pojem nerovnica s nezndmou v odmocnenci

NEROVNICE S NEZNAMOU V ODMOCNENCI (iracionalne nerovnice) su také nerovnice,
v ktorych sa vyskytuju vyrazy s neznamou v odmocnenci.

Pl Ries v R nerovnicu: Yx> + x—6 <4 —x

Podmienky: x> +x—6=0 A 4-x>0
(x+)H(x-)20 b/ b x <4
x €(—00,=3) U (2, o) 3 g i x €(—=,4)
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Najefektivnejsia metoda rieSenia nerovnice s dvoma neznamymi je graficka. Nerovnicu najpry prepiseme na
rovnicu. Tato rovnica je vlastne rovnicou priamky, ktort naértneme v sustave sturadnic. Rie§enim nerovnice

Jxl4+x-6<d4-x

9x <22

’;2

x? +x-6<16-8x+x?

Vysledok porovname s podmienkami (pomocou znazornenia na ciselnej osi)

a urtime rieSenie nerovnice.

Nerovnice s dvoma neznamymi a ich sistavy

je jedna z polrovin uréenych touto priamkou. Polrovinu uréime pomocou jedného bodu roviny. Stradnice tohto
bodu dosadime do povodnej nerovnice a podla toho, ¢i dostaneme pravdivy alebo nepravdivy vyrok o nerovnosti
Gisel, uréime, ktora z polrovin je grafickym rieSenim danej nerovnice.

Pr.12

Sustavu nerovnic s dvoma neznamymi rieSime tak, Ze vyrieSime kazdu z nerovnic

e 2 .
Ries v R” nerovnicu: x + y—1 >0

x+y=1=0
y=l-x

10; 0):
0+0-1<0=
=[0;0]eK

RieSenim si vietky body vyfarbenej polroviny okrem
hraniénej priamky v =1-x.

Nerovnicu prepiSeme na rovnicu a z nej

uréime priamku ohraniéujlicu polrovinu. R

Zistime, & bod [0; 0] je rieSenim. b
Riedenim nie je polrovina 1
obsahujuca bod [0; 0] .

samostatne a celkové riesenie ziskame ako prienik jednotlivych rieseni.

Pr.13

Ries v R’ sustavu nerovnic:

x+y=1=0

y=1-x
[0: 0]:
0+0-1<0=[0;0] K,
2x—-y-2=0

y=2x-2
[0; 0}:

2:0-0-2<0=[0;0] eK,

K=K, nK,

Riesenim su vSetky body uhla

x+y-1>0
2x—y-2<0

< AVB okrem jeho ramena — VB.

H\f
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13. Zdkladné poznatky o funkcidch

Pojem funkcia redlnej premennej

Nech st dané dve neprazdne mnoziny realnych ¢isel A a B.
Ak priradime kaZzdému ¢Cislu x € A podla istého predpisu
najviac jedno éislo y € B (ktoré oznaéime y = f(x) a na-
zveme FUNKCNA HODNOTA), tak mnozina f vietkych uspo-
riadanych dvojic [x; f(x)] sa nazyva REALNA FUNKCIA REAL-
NEJ PREMENNEJ. Zapisujeme /: y = f(x).

Mnozinu A vietkych hodnot premennej x oznacujeme D( /)
a nazyvame DEFINICNY OBOR FUNKCIE (obor definicie fun-
kcie) £ Premennt x € D(f) nazyvame NEZAVISLE PRE-
MENNA.

Mnozinu tych prvkov y € B, ku ktorym existuje aspon jeden
taky prvok x € A, ze[x, v] € f, nazyvame OBOROM HODNOT
FUNKCIE fa oznacujeme H( f).

GRAFOM FUNKCIE f v kartezianskej sustave suradnic je mno-
zina vietkych bodov, ktoré maju suradnice [x; f(x)].

Obsah kapitoly:

3 Pojem funkdia redlnej premennej

3 Rovnost funkii, operacie s funkciami
0 Zlozena funkcio

01 Monotannost funkde, prosta funkdio

O Ohranicenost funkcie, parno o neparno funkcio

0 Minima o moxima funkcie
2 Periodicko funkcio, inverzna funkeio

Funkcia je jednoznaéne uréena, ak je uréeny
Jjei D(f) a funkény predpis y = f(x).
Tento moze byt zadany:
= rovnicou (zadanie presné, malo nazorné),
= grafom (zadanie ¢asto nepresné, nazorné),
» tabulkou (zadanie pouzivané pri funkcii
s konecnym D( /),
= slovami (slovnym predpisom - zadanie
pouzivané pri funkciach, ktore sa nedaji
ur€it rovnicou).

Uréovanie H( /) z predpisu funkeie fje obvykle
dost obtiazne (pozri dalej pri inverznej funkcii).

Pr. 1

o e o i 3x -1

Uréi obor definicie D( /) funkcie /2 y = —————.
Xy2-x-x°
Podmienky: x #0A2-x—x" >0 V menovateli nesmie byf nula.
xP4+x=-2<0 + _ + Vyraz pod odmocninou musi
(x+#2)(x-1)<0=x e(-21) "5‘_‘9_"'| v byf navy3e nezépomy.
D(f)=(~2.0)u(0,1)
Pr.2 iy o2 ) i :

Urci, ¢i predpis ¥~ =4x je predpisom funkcie.

X I - 7 ' -1 10 ' | 2 ' 3 Zostrojime graf zavisiosti.
| | ! ! ! | I L] NG st i

vy nd|nd| 0| £ | /8| +412 i i

N N ) j ) ) pomocou ktorej graf naértneme.
n. d. znamené ,nie je definovana”
:f."/
:3 4 5x
Zavislost nie je funkcia, pretoze
existuje aspon jedno x, ktorému ___________\_\_\i__
je priradena viac nez jedna hodnota y. S
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Rovnost funkii, operdcie s funkciami

Dané st dve funkcie fa g s obormi definicie D( /) aD(g)

amnozina A c D(/)nD(g). A #@. Namnozine A potom definujeme:

= ROVNOST FUNKCII f, gtak, Ze f=g & Vx eA: f(x) =g(x),

* SUCETFUNKCH f,gtak,Ze  s=f+g < VxeA:s(x)= f(x)+g(x),

* ROZDIEL FUNKCII f.gtak,Ze r=f—-g < Vx eA:r(x) = f(x)—g(x),

= SUCIN FUNKCII f, g tak, Ze n=fgeVxeAinlx)=f(x) g(x)
S S(x)

* PODIEL FUNKCI f,gtak.Ze p=—< VxeA, g(x) =0 p(x)= 2
g g(x)
Zlozend funkdia
Funkcia / je zlozena, ak ju mozeme zapisat v tvare h(x) = f(g(x)) Zlozena funkcia F: y = ijx’ =1
pre Vx eD(/). Funkciu g(x) = u nazyvame YNUTORNA ZLOZKA ma ynitornu zlozkuy = x ' —1
funkciu /(1) VONKAJSIA ZLOZKA zloZenej funkcie u. a vonkajsiu zlozku f(u) = {u.

Monotonnost’ funkcie, prosta funkcia

Dana je funkcia fdefinovana na mnozine A < D( /). Ak pre Vx,, x, €A, kdex, <x,, plati:

F(x,) < flxy ) £(x,)> fx5) f(x,)S f(x2) | f(x,) 2 f(xy)

tak sa f nazyva tak sa fnazyva tak sa fnazyva tak sa fnazyva
RASTUCA KLESAJUCA NEKLESAJUCA NERASTUCA

FUNKCIA NA A FUNKCIA NA A FUNKCIA NA A FUNKCIA NA A

Funkcie rastuce a klesajuce sa nazyvajii RYDZO MONOTONNE.

Funkcie nerastice a neklesajlice sa nazyvaji MONOTONNE. : 3?“ Cht S RapE
y = xl

Nech je funkcia f definovana na mnozine A < D( /). Funkcia / klesajiicou funkeiou je napr.

sa nazyva PROSTA na mnoZine A prave viedy. ked pre y==5x+1

Yx,,x, €A kdex, #x,,5a f(x,)# f(x,)
Prikladom funkcie, ktora je
prosta, je rastiica alebo klesajica
funkcia. Priklad funkcie, ktora nie
je prosta:

] W
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Ohranicenost funkcie, parna a nepdrna funkcia

Ak je funkeia f definovana na mnozine A < D( /), tak je:

- . —

NA A ZDOLA | NA A ZHORA | NA A OHRANICENA ’. Funkcia y =—8x-2
OHRANICENA prave OHRANICENA prave prave vtedy, ked ! je zhora ohranicena,
viedy, ked' existuje také | vtedy, ked' existuje take ‘ je ohrani¢ena I zdola ohranicena
| tislod eR, e pre | Esho h e R, e pie | 1hora i 7dola nie ie.

' VxeAje f(x)zd | VxeAje f(x)<h

‘ - Graf parnej funkcie
| je sumerny podla
= — stradnicovej osi y.
! Hovorime, Ze funkcia fje PARNA prave | Hovorime, Ze funkcia f je NEPARNA | Graf neparnej
| vtedy, ked' ku kazdému x € D(f) prave vtedy, ked ku kazdému 5 funkcie je sumerny
| existuje —x € D( f) tak, Ze x € D(f) existuje —x e D( f) tak, Ze | podla zaciatku
| f(=x)= f(x) | f(=x)=~f(x). . stradnicovej siistavy.
| ' ]
' | ! Parnou funkciou je
' napr. y =—7x> +21,
neparnou je napr.
‘ y=x.
= — ~—  Funkeia y =2x’
ma minimum v bode
Minimd a maxima funkce x =0, maximum tato
Ak je ffunkcia, A = D(f). a € A, b € A, tak ma funkcia fna A: TS
« v bode @ MINIMUM prave vtedy, ked pre Vx € A je f(x) = f(a), : 3
« v bode h MAXIMUM prave vtedy, ked pre Vx € A je f(x) < f(b). m&m
nazyvame
Periodickd funkcia, inverznd funkcia EXTREMY funkeie.
Funkf:ia ,.rsa nazyva PERIODICKA FUNKCIA, y Periodickymi
ak existuje také p > 0, Ze pre Vk € Z plati: § Riskeiarod st napr.
1. ak je funkcia definovana pre ¢islo x, . /\ viotly gomiomatricks
tak je definovana aj pre cisla x + kp, 0 L i \/ = funkeie.
2. pre Vx € D( f) plati f(x) = f(x + kp). a A
Ak je funkcia fprostd na celom D( f) aH( /) je jej obor
hodnot, tak sa da naH( /) definovaf funkcia, ktora kazdému
y € H(f) priraduje prive to ¢islo x € D( /), pre ktoré sa Navzajom
f(x) = y. Tito funkcia sa nazyva INVERZNA FUNKCIA inverznymi funkciami
k funkei fa oznacujeme ju /. Pre tieto funkcie plati st napr. y =e”
D(f)=H(/ " )aH(/) =D(f™"). Grafy tychto funkcii ay=Inx.

st simerné podla priamky p: y = x.
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14. Linearna funkcia

Pojem linearna funkcia a jej graf

LINEARNA FUNKCIA je kazda funkcia, ktord je dana pred-
pisom /: v =ax + b, kde a, b € R. Grafom linearnej fun-
kcie je PRIAMKA,

Druhy linedarnych funkcii

Rozdelenie linearnych funkcii podla hodnoty koeficientu a:

Obsah kapitoly:

) Pojem linedrna funkcio a jej graf

0 Druhy linearnych funkeii

Q Linedrna funkeio s obsoldtnou hodnotou
1 Riesené priklady

Pretoze grafom linearnej funkcie je priamka, pri
uréovani grafu alebo predpisu linearnej funkcie
staci poznat dve usporiadané dvojice patriace
funkeii: [x,, y, 1€ falx,, », 1€ f.

[0. b] y=b | 10, 5] :
/ [0, 5] t&x +b
b |
0 x 7 0 x 0 X

B — | : = | e

fry=5 i fiyv=ax+b I fiyv=ax+b

D(/) =R, H(/) = {b} D(/)=R.H(/) =R ' D(f)=R.H(/f) =R

Grafom je priamka rovnobeZna | Grafom je priamka Grafom je priamka

s osou x a prechadzajuca bodom ; prechadzajica bodom [0; b]. prechadzajica bodom [0: b,

[0; b). Nie je rastiica ani klesajuca. | Jerastuca na celom D( f), Je klesajuca na celom D( 1),

Je ohranicena. Tato funkcia nie je ! teda je aj prosta. Nie je ani | teda je aj prosta. Nie je ani

linearnou funkciou a nazyva sa l zhora, ani zdola ohranicena. | zhora, ani zdola ohraniéena.

KONSTANTNA FUNKCIA, I Nema maximum ani minimum. | Nema maximum ani minimum.
Ak sa b =0, ide o funkciu /: v = ax. y y=ax ¥
Tato funkcia sa nazyva (a>0)
PRIAMA UMERNOST.
Grafom priamej imernosti >
je priamka prechadzajuca 0 & 0 i
bodom 0[0; 0], ize zaciatkom e

(a<0)

sustavy suradnic.

Linedrna funkcia s absolétnou hodnotou

LINEARNA FUNKCIA S ABSOLUTNOU HODNOTOU je taka linearna funkcia,
ktora obsahuje vo svojom predpise jednu alebo viac absolutnych hodnot,

v ktorych st vyrazy s premennou.
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Riesené priklady
Pri hl'adani grafu linearnej funkcie vyuzivame skutoénost, Ze na zostrojenie priamky nam staci poznat
jej dva body. Ak zistujeme vlastnosti linearnej funkcie, tak obvykle vychadzame z grafu tejto funkcie.

Pr.1
Naértni grafy funkeii:
firy=3 fiy=2x fivy=2x-2 fi1y==3x+1 \ _1.' /fz/fs
3 A
f|1 X 0
¥y 3 3 T
7 | x 0 1 :
| ¥ 0 2 e,
3 2 - i 2 3 =
fa: X 0 1| 41
¥ =2 0
g Lx o | 1 |
¥ 1 | =2 7
Pr.2 .
Napis predpis linearnej funkcie, ak vies, Ze jej graf prechadza bodmi A[2: 3] B[-1:4].
y=ax+b Napiseme véeobecny predpis funkcie .
Aef: 3=2a+bh @@ Body ,Jezia na funkcii*, preto musia spifiaf
Bef: 4=—a+b [-(-1) jej predpis. Dosadime siradnice bodov
Sl s a:—l do predpisu a dostaneme sistavu
3 dvoch rovnic s dvoma nezndmymi a, b.
( 1) Dosadime za a do rovnice @
3=2|—=|+b
a dopoditame b.
p-ll
3 Predpis lineamej funkcie a smemicovy tvar
. 1 11 11-x priamky majd rovnaky zapis.
fiys——x4+—y=
] 3 3
Pr.3
Zostroj graf funkcie, ak: 2x + 3y —6=0.
2 oA )
fi}'=—§x+2 ¥ Rovnicu upravime na tvar f; y = ax +b,
\2. hoci aj bez tejto dpravy vidno, Ze ide
l 3 0 o linedmu funkciu.

Grafom je priamka prechadzajica dvoma
bodmi, ktoré na nej leZia.

= =
L]




Fr.d

L&)

Zostroj grafy funkcii a uréi ich vlastnosti:

a) iy =|x| b) g: y =2x|~1

a) Nulovy bod: x =0

Lxe(0o)=|x|=x IL x €(—0,0) = |x| =
Siiy=x friy=—x
f=hHLY/S

Je to funkcia zdola ohraniéend, parna, D( /) =R,
H( /) = (0, ). Funkcia ma minimum v bode x =0,
maximum funkcia nema. Je klesajica na (—e=, 0}

a rastica na (0, o),

b) Nulovy bod: x =0

Lxe(0)=|x/=x IL x € (—e,0) = [x| = —x

g:y=2x-1 g y=-2x-1

e CHRT )

Je 1o funkcia zdola ohraniéena, parna, D(g) =R,
H(g) = (=1, =). Funkcia ma minimum v bode x =0,
maximum funkcia nema. Je klesajlica na (—e,0)

a rastica na (0, =),

¢) Nulovy bod: x-2=0=x =2

Lxe(2w)= Il x e(—==,2) =
=|x-2=x-2 Sx-2=-x+2
hi:y=x-2 hyy=-x+2
h=h wh,

Je to funkcia zdola ohraniéena, nie je parna ani
neparna, D(/4) =R, H(A) = (0, =). Funkcia ma
minimum v bode x =2, maximum funkcia nema.
Je klesajuica na (—ee, 2) a rastiica na (2, ).

Zostroj graf funkcie f: y =|x +1|-|x -1}

Nulové body: x+1=0=x, ==L x~-1=0=x, =1

I.x €(—oe,—1)
x+l<0=|x+l|=-x-Lx-1<0=|x-l|=-x+1
fiiy=(=x-1)—(-x+1)==-2

ILx e(-1,1)
x+120=2|x+l|=x+Lx-1<0=|x-1|=-x+1
fry=(x+1)=(=x+1)==2x

ML x € (1, =)
x+1>0=|r+l|=x+Lx-120=|x-1|=x-1I
Siy=(x+D-(x-1)=2

f=f1 U.f; Ufj

—X f 2

e) iy =|x=2

MEA FReR

hl
-l
I 1L ! III.“
-1 1
y
% . . ¥
s
2 i TR i
V. o4 Funkcia je ohrani¢end, nepama.

f(-2)=-2f(-)=-2()=21(2)=2
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Obsah kapitoly:

15. K\mdruﬁtkﬁ fl)llk(ill O Pojem kvadroticka funkeia o jej grof
Q Druhy kvadrafickych funkeii

POlOlII kvadratickd funkda a iei g“' 0 Kvadraoticka funkcio s absolétnou hodnotou

KVADRATICKOU FUNKCIOU nazyvame kazdu funkciu danu

; o valsaGkel forkek
predpisom /: y = ax’ + bx + ¢, pricoma, b, c eRaa#0. :,-fpt:?:emk by.sa'- e _m':m
Grafom kvadratickej funkcie je PARABOLA. Os paraboly je P s mrech e
rovnobezna s osou y. Prieseénik paraboly s osou paraboly o s e e

i co je predpis linernej funkcie.

nazyvame VRCHOL I paraboly.

Druhy kvadratickych funkeii

Rozdelenie kvadratickych funkeii podl'a hodnoty koeficientu a:

rd
y=ax" +bx+c

}'=ax: +bx+c

Y
-
(=]

b 2
IR >
_ X

b? b?
D(f)=RH(N=(c—— D(f)=R.H(f)=| —=.c——

4a | 4a|
Funkcia je zdola ohraniena, zhora ohranicena nie je. Funkcia je zhora ohranigend, zdola ohrani€ena nie je.
Je rastuca na —i. m], klesajuca na [—ao —£>. Je rastuca na [—m —£>. klesajuca na —i. m).

2a 2a | 2a 2a
V bode x = —-23 ma funkcia minimum, | V bode x = -21 ma funkcia maximum,
a a

maximum funkcia nema. minimum funkcia nema.

Ak sa b =0, funkcia ma tvar f: ax> + ¢ =0a je parna, iZe jej graf je stmerny podra osi y.

Pl : =
Naértni grafy funkcii a uréi ich vlastnosti: a) fry=x" b)g:y=—x"

Ma=l [y T2]-1]0 1
[y [altv]o]1]

2 | Zostavime tabulku funkenych hodnt danej
4

_ funkcie a pomocou nej natrtneme graf.

D( /) =R, H( f) = (0, =), funkcia je parna, zdola ohranicend, vrehol V[0, 0] uréuje minimum funkcie
(je to f(0) =0). Nie je prosta, pre x €(—ee, 0) klesd, pre x € (0, ==) rastie.
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b)a=-1 ¥

[2]a o1 ]2]

¥

D(g) =R.H(g) =(=<=.0), funkcia je parna,
zhora ohraniéena, vrchol V[0, 0] uréuje maximum
funkcie (je to f(0) =0). Nie je prosta,

pre x & (—so, 0) rastie, pre x € (0, =) klesa.

Z grafov vidime, Ze graf funkcie f je sumemy
s grafom funkcie g podfa osi x.

Pr.2
Nacrtni grafy funkcii a urci ich vlastnosti: a) fiy=2x?

a)a=2 Sl lT=T T4 El
' 8

D( /) =R.H( f) =(0. =), funkcia je parna,

zdola ohranic¢ena, vrchol V[0, 0] uréuje minimum
funkeie (je to f(0) =0). Nie je prostd,

pre x € (—oe, 0) klesa, pre x € (0, =) rastie.

Wa=-2 [ x [2[-1] 0] 1] 2|
FEEIEIEIEIET

D(g) =R.H(g) =(—==,0), funkcia je parna,
zhora ohraniéena, vrchol ¥ [0, 0] uréuje maximum
funkcie (je to f(0) =0). Nie je prosta,

pre x & (—==, 0) rastie, pre x € (0, =) klesa.

—pm—————-

| 3 Su—— giy=-2x"

Ak porovname vlastnosti funkcii z predchadzajucich dvoch prikladov, zistime, Ze vlastnosti jednotlivych funkcii /°
st rovnaké, rovnako ako vlastnosti funkcii g. Funkcie sa lisia len funkénymi hodnotami pre jednotlivé x € D( f).

Pr.3

Nacrtni grafy funkeii a ur€i ich vlastnosti: a) fiy=x"+1 b)g:y=—x’+1
a=1 [y T2]-aJo]1]2]
FEEEEIFRERES
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D(f) =R.H(f) = (1, =), funkcia je parna,
zdola ohranicena, vrchol V' [0, 1] urcuje
minimum funkcie (je to f(0) =1). Nie je prosta,
pre x €(—ee, 0} klesa, pre x € (0, o) rastie.

fiy=x%+1

b)a=-1 x |=2|-1]0] 1|2
y | =3] 40 |1 0 | -3

D(g) =R, H(g) = (==, 1), funkcia je parna,
zhora ohranicena, vrchol V[0, 1] uréuje
maximum funkcie (je to f(0) =1). Nie je prosta,
pre x € (2, 0) rastie, pre x € (0, =) klesa. -

Pri porovnani s funkeiou y = x*, resp. y =—x?,
vidime, 7 vietky funkéné hodnoty funkcie
y=x%+1resp.y=—x*+1

sl zvagSené o &islo 1. [

B M . e ettt e S

B - ol giyv=—x2+1

Pozrime sa teraz, ako sa uréuju suradnice vrcholu V paraboly a priebeh funkcie, ktora je ur¢ena uplne vseobecne.

Pr.4
Naértni graf funkeie /3 vy = x° + 2x + 1 a uréi jej vlastnosti.

fiy=xt+2x+1=(x+1)? Upravime predpis funkcie .dopinenim na §tvorec”.

(x+1)? 20 Uréime minimum funkcie.

(x+1)? =0 x=-1 V - Funkcia ma minimum pre x = -1 atoy =0,

V[-1,0] 10 X sitoviastne siradnice vicholu paraboly.
Hodnoty x v tabulke volime symetricky

| =% =2 | =1| 0 1 i | vzhladom na éislo x = -1

2
ylalrlo|1]|a]s9]

f:,1'=x2+2x+1

Grafom funkcie f: vy = x? +2x +1je parabola,
os paraboly je rovnobezna s osou ¥, of y.

D( /) =R, H(f) = (0, =), funkcia nie je parna
ani neparna, je zdola ohranicena, vrchol

V' [=1, 0] uréuje minimum tejto funkcie

(je to f(—1)=0), nie je prosta,

pre x € (—oo, —1) klesa, pre x € (=1, =) rastie.

L Naértni graf funkcie f; y = x* —4x =5 a uréi jej vlastnosti.
fiy=x?—4x-5=(x-2)" -4-5=(x-2)" -9 Upravime predpis funkcie.
(x=2)? 20 Uréime minimum funkcie.
(x=-2)} =0 x=2 Funkcia mé minimumpre x =2 ato
V2, -9] y = -9, st to viastne siradnice vrcholu paraboly.
y=0 0=x?-4x-5 Priesecniky s 0sou x, resp. y hladdme tak,
O0=(x+1)(x-5) e hfadame bod grafu so suradnicou y = 0, resp. x =0.
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x;, ==Lx, =5=P,[-1L0}P,I[50]
x=0: y=0"-4.0-5
y==5=P [0,-5]

Grafom funkcie f: v = x° —4x =5 je parabola,
os paraboly je rovnobezna s osou y a ma rovnicu
x =2D(f)=R.H(f) = (-9, =), funkeia nie je
parna ani neparna, je zdola ohranicena, vrchol
V|2, —9] uréuje minimum tejto funkcie (je to
f(2) =-9). nie je prosta, pre x € (—os, 2) klesa,
pre x € (2, =) rastie.

Kvadraticka funkcia s absolétnou hodnotou

Ulohy, v ktorych sa vyskytuje kvadraticka funkcia s absolutnou hodnotou, ries§ime obdobne

ako linearne funkcie s absolutnou hodnotou, teda metodou intervalov a nulovych bodov.

Pr. b

Naértni graf funkcie f: v = x|x|a uréi jej vlastnosti.

Nulovy bod: x =0

Lxe (0. o) =>|\'i =i
fiiy=x?

II. x & (—==, 0)ﬂ[.\:| =—x
fy=—x1

f=HV)

D( f)y=R.H( f) =R, funkcia je neparna,
na celom D( f) rastie. Funkcia nie je
ohranicena zhora ani zdola.

nema maximum ani minimum.

(0 SRy
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Pr7

Pr.8

Nacrtni graf funkcie /: y = -2x|x -3|

Nulovy bod: x -3=0& x =3
Lxe(3e0)=|x-3=x-3
fiiy==2x(x-3)=-2x" +6x

y==2x7 +6x =-2x* -3x) = —2[[. —-E)’ —2:|=

2 4
‘_——2[";_5] +2=’V1 2'2
2 2 22

y=0:0=-2x2 +6x

0=x?-3x sl
0=x(x-3) ;- S| I
x, =0,x, =3 =P, [0.0],P,[3,0] 2

x=0:y=-2-0° +6-0
y=0=P,[0,0]=P,

II. x €(—=, 3) :[x_3|=_x+3
Sy y==2x(-x+3)=2x" —6x

Najdeme nulovy bod.
Upravime predpis
funkcie a zistime
vrchol paraboly.

Najdeme priesecniky

5 0s0U X.

Néjdeme prieseénik
5 080U y.

Upravime predpis
funkcie a zistime
vrchol paraboly.

sz grenat <mwa 3] 2.
y=2x" —6x=2x 3)—2[[)5 2) 4]—
A2 23]

2 2 2 2
y=0:0=2x7 —6x

0=x7%-3x

0=x(x-3)

x, =0.x, =3 = P, [0,0], P, [3,0]
x=0:y=2.0" =60
y=0=P,[0,0]=P, L

f=15 Ut 2 ]
D(/)=R.H(/) =R

PR RS W 3 [ 08 R -

-4+

Naértni graf funkcie /: y = x* +4|x|a urci jej viastnosti.
Nulovy bod: x =0

Lxe(0,00)=|x|=x
Siiy=x+4x
y=x'+dx=(x+2) -4 =V, [-2-4]
y=0:0=x? +4x

0=x(x+4)

x, =0,x, =—4 = P, [0,0], P, [-4,0]
x=0:y=0%+4-0

y=0=P,[0,0]
IL x € (—0,0) = |x| = -x

fl:y=x2 —4x
y=x'—-4x=(x-2-4=3V,(2.-4]
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Najdeme prieseéniky

5 0S0U X.

Iy

Najdeme prieseénik
S 050U y.

Najdeme nulovy bod.
Upravime predpis
funkcie a zistime
vrchol paraboly.
Néjdeme priesecniky
5 050U X.

Néjdeme prieseénik
S 0sou .

Upravime predpis
funkcie a zistime
vrchol paraboly.




Pr.9

y=0:0=x? —4x
0=x(x-4)
x;=0,x, =4=P_[0,0],P,[4.0]

x=0:y=0%-4.0
y=0=P, [0,0]
f=LVf;

D( /) =R.H(f) = (0, =), funkcia je zdola
ohrani¢ena, parna, minimum ma v bode [0, 0},
pre x € (—o=, 0) klesa, pre x & (0, =) rastie.

Najdeme priesecniky
$ 0S0U X.

Najdeme priesednik
S 0S0U .

Naértni graf funkcie f: v =|x! +4x| a urci jej vlastnosti.

firy=x"+4x

y=x’+4x=(x+2)" -4 =2V [-2,-4]
y=0:0=x" +4x

0=x(x+4)

x, =0,x, ==4 =P [0,0], P,,[-4,0]
x=0:y=0"+4-0

y=0=P_ 10,0] ¥

D(/)=R.H( ) =(0. ).
funkcia je zdola ohranicena,

nie je parna ani neparna, pre

x €(==o, —4)w(=2,0) klesa,
pre x € (=4, —=2) U (0, =) rastie.

mmmmmee= b2t

I

3

"
BT T & b T e

Vysetrime graf
pomocne] funkcie f,.

Urgime vrchol
paraboly a prieseéniky
s osami,

Naértneme graf
pomocnej funkcie f, .

Véetky hodnoty funkcie f
st viak nezdpormné,
preto vyslednd funkeiu
ziskame z funkcie f, tak,
e vietky body

50 ZApOmou y-ovou
suradnicou zobrazime
sumerne podfa osi x.
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16. Mocninova funkcia 0 Pojem mocninova funkdio s prirodzenym

mocnitelom

3 Druhy mocninovych funkdii s prirodzenym

Pojem mocninovd funkcia s prirodzenym mocnitelom

mocnitelom

MOCNINOVA FUNKCIA § PRIRODZENYM MOCNITELOM je funkcia 3 Pojem mocninové funkeia so zdpornym
uréena predpisom /: v =x", pricom n € N. celociselnym mocnitelom

0 Druhy mocninovych funkei so zaparnym
celociselnym mocnitelom

Vlastnosti mocninovych funkcii v zavislosti od mocnitela n:

2..

£ |

D(/)=R ' D(f)=R

|
H() = (0, =) H(/MH =R
Je to parna funkcia. Je to neparna funkcia.
Je ohranic¢ena zdola, zhora ohrani¢ena nie je. Nie je ani zhora, ani zdola ohrani¢ena.
Pre x € (—oo, 0) je klesajuca, Je rastiuca Vx e D( f).
| pre x € (0, =) je rastuca.
| M4 minimum v bode [0, 0], maximum nema. Nema minimum ani maximum.
| Nie je prosta, H Je prosta.
- . ' ' — — B

Pojem mocninovd funkcia so zapornym celociselnym mocnitelom

MOCNINOVA FUNKCIA SO ZAPORNYM CELOCISELNYM MOCNITE-

1
Funkeiu f: y =x ' =— nazyvame
LOM je funkcia uréena predpisom f: y = x ", pricom n € N. Iy X
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Vlastnosti mocninovych funkeii v zavislosti od mocnitela n:

e

i
i
1l
'

R st

P

H( /) =(0. =)
- Je to parna funkcia.

| Je ohranicena zdola, zhora ohrani¢ena nie je.
Pre x € (—==, 0) je rastuca,

pre x € (0, =) je klesajica.

- Nema maximum ani minimum.

. Nie je prosta.

Je prosta.

| H(f) =(—=2,0) U(0, =) |
| Je to neparna funkcia.

Nie je ani zhora, ani zdola ohraméena,,
Je klesajica Vx € D( f). '. '.

Nema minimum ani maximum.
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0Obsah kapitoly:

17. Linearna |0m3l’|& 'Uﬂk(iﬁ O Pojem linedrna lomena funkcia

a jej grof

O Druh linearnej lomenej funkie

Pojem linedrna lomend funkcia a jej graf
- neprioma umernost

LINEARNA LOMENA FUNKCIA je kaZda funkcia dana predpisom Q Priklady linedrnych lomenych funkdi

) h, kdea, b,c,d eR, ¢ #0, ad # bc. O Linearna lomena funkcio s absolitnou
cx+d hodnotou

Grafom linearnej lomenej funkcie je ROVNOOSOVA HYPERBOLA,

fiy

d e . s
ktora ma stred v bode 1:——. E} a jej asymptoty (priamky ohranicujuce
{2 ]

Akbysac=0,
hyperbolu) prechddzaju tymto stredom. Asymptoty su rov:obeiné T ax+b s
s jednotlivymi siradnicovymi osami a maju rovnice x = ﬁ-; ay= i:-. tonje linchens heakes

Druh linedrnej lomenej funkcie - nepriama émernost’ (pomnin e

X +
Ak v predpise linearnej lomenej funkcie /: y = el
ex+d
zvolime a =0a d =0, dostaneme /: y = e = i
cx X

Co je predpis pre tzv. NEPRIAMU UMERNOST.

Priklady linedrnych lomenych funkeii

Pri vySetrovani priebehu linearnych lomenych funkcii vyuZivame vsetky poznatky z kapitol €. 13, 14, 15 a 16.
Pr. 1
Vysetri funkciu /: y = 3 a nacrtni jej graf.
X

Podmienky: x # 0 =D( f) =R-{0}

[x[4][3[2[1JoJ1[2]3]a]
y sl =t 22 -1 |n.d.| 1 2 X :
4| 3| 2| 2|3 |4

S S S N S U I FRES— W

.n. d. znamena ,nie je definovana®
ft_v=]—$a=0,b=l.c=l.d={}
%

D(f)=R-{0}, H(f)=R-{0}.
grafom funkcie je hyperbola, ktorej stred

je v zaciatku suradnic a asymptoty su x =0, v =0.
Funkcia nema maximum ani minimum,
nie je ohrani¢ena zhora ani zdola.

Funkcia je neparna a klesajuca = ; A
Na obrazku je aj funkciag: y = ——,
Hig)=HIf),D(f)=D(g).
Funkcia g na intervaloch |
{=e=, 0) & (0, ) rastie.

na intervaloch (=0, 0) a (0, =),

teda je prosta.
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Pr.3

Z toho vyplyva, e priamka x =1

Vysetri funkciu f: y = _r_+_ll a naértni jej graf.
i

je asymptotou funkcie .
Druhu asymptotu uréime delenim,
Podmienky: x # 1 = D( /) =R-{1} mé rovnicu y =1
2 Uréime priesecniky s osami x a .
(x+1):(x-1)=1+—
x-1
T N Y
F:d -1 x-1

y=0 x+1=0
x==1=P [-10]

x =0 y=—
y=-l2pP, =l0-1]
\V
D(f)=R-{1}, : :
H(N =R-{1}, .

grafom funkcie je hyperbola, ktorej stred
jevbode[l, l]aasymptoty sux =1, y =1L

Funkcia nema maximum ani minimum,

Druhu vetvu hyperboly sme zostrojili
nie je ohrani¢ena zhora ani zdola. ako stredovo sumernti so stradom S
Funkeia nie je ani parna, ani neparna, ktory je viastne priesetnikom oboch
funkcia je klesajuca na intervaloch asymplot.

(—e=, 1) a (1, =), teda je prosta.

Vysetri funkciu f: y = =
x—

a nacrtni jej graf.

Podmienky: x # 1 = D(/)=R-{1} Priamky x =1a y =25

1 asymptotami funkcie f.
(2.\‘—I):{x—l)=2+—1
e

y=1=3P, =[0.1]

DN =R-{1}.H(NH=R-{2}.

grafom funkcie je hyperbola, ktorej stred je v bode [I; 2

a asymptoty st x =1, v =2 Funkcia nemd maximum ani minimum,
nie je ohranicena zhora ani zdola. Funkcia nie je ani parna, ani neparna,
funkcia je klesajlica na intervaloch (—e=, 1) a (1, =), teda je prosta.
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Linedrna lomend funkcia s absolitnou hodnotou

Obdobne ako pri inych funkciach s absolitnou hodnotou (pozri kapitoly ¢. 14, 15),

pouzivame pri konstrukeii grafu metodu nulovych bodov.
Pr4

D(f)=R—={=1}LH(/)=R=(=1,0) =(—o=, 1) U (0, =),
funkcia nema maximum ani minimum, nie je ohranicena

zhora ani zdola. Funkcia nie je ani parna, ani neparna.

Rastie na intervale g’l. o=), klesa na intervaloch (—1,1)a (—se, —1).

-1
Vysetri funkciu f: y=lx l| a nacrini jej graf. f :
X i
Podmienky: x +1# 0 & x # —1 = D(f) =R-{-1}
Nulovy bod: x —1=0& x =1 !
Lxe(l o)
x=1 i
firy T x4l ";
3 . ereeeremeseeasesas i
(x=1):(x+1)=1-——— H
x+1 !
a:x=-l,a;y=1,P[1,0]P,[0.-1] T |
I x (=20, 1) .
-x+1 -
Ly= !
Tat) x+1 ;
2 '
(—x+1):(x+1)==1+—— '
x+1 ll
a:x=-la;y=-1P[L0].P[01] :

Nie je rastuca ani klesajuca.

k.5 x—1
Vysetri funkciu /2 v =|-
X

7 a nacrini jej graf.

G x-1 i Vy&etrime graf pomocnej
gt funkeie f* (ako v predcha-
aix==lay;y=1 dzajlicej kapitole f,).
P [1,0], P, [0,—1]
D(/)=R-{-1}
H(/ ) =R-{1} f Vietky hodnoty funkcie f
f=r viak musia byf nezdpomé,
"""""""""""""" preto hodnoty funkcie £,
D(f)=R-{-1} =l Ktoré si 24pomé, zobrazime
H( 1) = (0, =), funkcia nie 2 el Rirteime pecliebiin
je rastica ani klesajica, ma
minimum v bode x =1 (a to f(1)=0),
nie je ohrani¢ena zhora, je ohranicena
zdola. Funkcia nie je ani parna, ani
neparna, Rastie na intervaloch (—es, —1)
a (1, c), klesé na intervale (—1,1). x=-1
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18. Exponencidlna a logaritmickd funkcia,

exponencidlne a logaritmickeé rovnice a nerovnice

Pojem exponencidlna funkcia a jej graf

Druhy exponencidlnych funkii

Obsah kapitoly:

a jej grof

2 Pojem exponencialna funkcia

2 Druhy exponencialnych funkeii

2 Pojem logaritmicka funkcia

o jej grof

2 Logaritmus gislo

O Exponencidlne rovnice
0 nerovnice

O Logaritmicke rovnice

0 nerovnice

Exponencidlna funkcia /: v =10 sa nazyva DEKADICKA EXPONENCIALNA

X

FUNKCIA. Exponencialna funkcia f: v = ¢ ", pricom zdklad sa rovna e
(tzv. Eulerovo &islo, e =2,718281...),
sa nazyva PRIRODZENA EXPONENCIALNA FUNKCIA.

Vlastnosti exponencialnej funkcie /: y = a" zavislé od jej zakladu a:

;,,{

0 X

D( /) =R.H( /) =(0, <)

Funkcia nie je parna ani neparna.

Funkcia je zdola ohranicena.

Je rastuca, teda prosta.

Nema maximum ani minimum.

Graf prechadza bodom [0, 1] a bodom [, a}.
Os x je asymptotou grafu.

D(f)=R,H(f) =(0, =)

Funkcia nie je parna ani neparna.

Funkcia je zdola ohranicena.

Je klesajuca, teda prosta.

Nema maximum ani minimum.

Graf prechadza bodom [0.1]a bodom [I, a].
Os x je asymptotou grafu.

0 Druhy logaritmickych funkcii

gl

Pr. 1

Naértni graf funkcie f; y =2"

Nulovy bod: x =0

lL.xe (0; o) II. x €(—=<,0)
Jiiy=2" Sriy=27"
f=Lvl,

D(f)=R.H(f) = (1, =)
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P2 Nacrtni graf funkcie /: y =2°*.

DIf) =R HIf =(0, =)

a0 | =gr=EeE 1 Graf prechadza bodom [0; 2).
: [ 1 l 5 X Graf je vzhiadom na graf funkcie
% | 2 y=2" posunuty o 1 dolava.

Pr. 3
Nagrtni graf funkcie f: y =2" + L.
/,l' =2%4 ] D(f]:F!.H(f]:(Le-a)
/f' Asymptotou fe priamka s roviicou p =1
Graf je vzhfadom na graf funkcie
y =27 posunuty o 1 nahor.
0 X
Pr. 4

Naértni graf funkcie f: y=2" +27".
D(f)=R.Hif)=(2 )

Pri zostrojovani grafu funkcie f sme
poutili grafy funkeii f,: y =2"
afy:y=2"", ktorych funkéné
hodnoty pre rovnaké x

sme séitali,

f(x) =I(—=x) = funkcia je para,
jej graf je simemy podfa osi y.

thkciefy losxagy=a sl na-
u’lsﬁmmépudl'apnmky yr—'x.

Graf funkcie y = log, x je simerny

s grafom funkcie y =2 podla priamky
4 5 ¥y =x, &éim je pomdm inverznost tychto
Druhy logaritmickych funkdii funkeii, Graf funkcie y = log, ¥
Najcastejsie sa vyskytuji logaritmy so zakladom 10 a so zakla- 2

o : o J G
dom e. St to tzv. DEKADICKE LOGARITMY f: y = log,, x (piSeme je sumerny s grafom funkcie y = ('2‘)

log, x = logx) alebo tzv. PRIRODZENE LOGARITMY f: y = Inx _
=X, Cim
(piseme log, x = Inx). Mpmkw x, &i je potvrdena
inverznost tychto funkcii.
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Viastnosti logaritmickej funkcie f: y = log,, x v zavislosti od jej zakladu a:

D(f)=(0,=),H(f)=R
Funkcia nie je parna ani neparna.
| Funkcia nie je ohranic¢ena zhora ani zdola.
| Je rastuca, teda prosta.
:_ Nemé maximum ani minimum.
Graf log. funkcie prechadza bodom [I;0]a[a, 1]

i pesr T e,

D(/)=(0,),H(f) =R

Funkcia nie je parna ani neparna.

Funkcia nie je ohrani¢ena zhora ani zdola.
Je klesajuca, teda prosta. I
Nema maximum ani minimum.

Graf log. funkcie prechadza-bodom [I;0]a [a, 1]

Os y je asymptotou grafu. Os y je asymptotou grafu. b
e Naértni graf funkci
acrtni graf funkcie
y Dif)=(~==, 0)
1y =1 -x). v=log, (—x)
Sy =log,(~x) N H(f) =R
4 0 x Graf je simemy
s grafom y =log, x
podfa osi y.
Pr.6
Naértni graf funkcie
Sy =log, x|
Nulovy bod: x =0 \ = v=log ¥l pyy=pr-{0}
L. x €(—==,0) o ’ Hif)=R
X
fi:y=log, (-x)
II. x €(0, =)
Sfiiy=log, x
Ir=Hv,
el i graf funkci
Nacrtni graf funkcie 3 \ ; H(f) =R
J:y=log; (x=1). | / Priamka s rovnicou x = 1
Podmienky: i £ > jeasymplotou grafu.
x=1>0=3x>1=D(f)=(l, ) o1 1 X Gratje vzhladom na graf
E funkcie y =log, x
E p= Iogl (x—1) posunuty o 1 doprava.
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Pr.8
Nacrtni graf funkcie f: y = log, |x —1|.

Nulovy bod: x -1 =0 & x =1

Podmienky: x -1 20 < x # 1= D(f)=R-{1}
Lxe(le) IL x €(—oo, 1)
fiiy=log,(x-1) friy=log,(—x+1)

W =R

0\

\

|
[ ¥= log ,ix -1

Priamka x =1je asymptotou grafu.

e Uréi D( f) funkcie f: y = log(x® —10)+ x? —5x.
Podmienky: x> =10>0 A x> —5x20
(.\‘+Jﬁ)(x—ﬁ) >0 x(x-5)=20

x € (=0, —+/10) U (410, =)

D( /) = (o0, =10) U (5, =)

x €(=o0,0) U (5, =)

Logaritmus isla

Funkéné hodnoty logaritmickej funkcie sa nazyvaji LOGARITMY,

Logaritmus ¢isla 4 pri zaklade z je ten exponent m, na ktory mu-
sime umocnil zaklad z, aby sme dostali logaritmované é&islo A:

log. A=mez" =4 i
Pr. 10 Pr. 1

Uréi log, 5. Uréi log,, 1 000.

logs 5=m log,, 1000=m

™ =5" wm=1 10™ =1000

logs 5=1 10" =10° & m=3

log,, 1000=3

Vyuzijeme definiciu
logaritmu,

m_ | g,

-Jio 0 Jiog 5 X

Medzi logaritmami pri roznych
zékladoch plati prevodny vztah:
log, a
log b

log, a=

Podra uvedeného vztahu plati:

Ina
Ina=1In10-1
w0 =

loga =
Uréi lo 1—
%216

1
log, —=m

16
1

16
2" =27 om=-4

2J'|

Pri po€itani s logaritmami vyuZivame tieto vztahy, pricoma >0,a# I; x,,x, eR":

log, (x,x,)=log, x, +log, x,

Exponencidlne rovnice a nerovnice

EXPONENCIALNE ROVNICE A NEROVNICE st rovnice a nerovnice,
v ktorych sa neznama vyskytuje v exponente.
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X,y

X3

log, x" =r-log, x

Prikladom exponencidlnej rovnice

je rovnica: 3* =9,

preVreR



3*¢  log27

Ries v R rovnicu: =
o e log3

3(x-6)~(s-2x) _ 3log3
log3
39N =3 3¢ 11 =1
3x=12
x=4
K={4}

Pr. 14 _
Ries v R rovnicu: 2* -3'* =4~
2% .33 _92x-2
log(2* -3'* ) = log2?*"*?
log2* +log3’* =log2**™?
xlog2+3xlog3=(2x-2)log2
xlog2+ 3xlog3 =2xlog2—2log2
2log2 =2xlog2-3xlog3—xlog2
2log2 = xlog2-3xlog3
2log2 = x(log2—-3logl)
Lo 2log2
log2—3log3
.
log2—log27
L { log4 [
B log2—log27 f

Pr. 15

l+x

Ries v R rovnicu: (]3] I-x 243

Podmienky: x # 1

I+x

(s
3

=k-x
<% o e >3

-x
—1—-x-5+5x
l—x

—6+4x

>0

>0 s

1-x e 4

2(2x-3) 0
1-x

b |
—”

Vwﬁiernavztaha—‘ =a'"* avztahlogx’ =rlogx.
a

Rovnicu zlogaritmujeme.

VyuZijeme vzfah logx , x, =logx, +logx,.
VyuZijleme vztah logx " =r logx.
Roznasobenim odstranime zatvorky.
Upravime rovnicu tak, aby bola nezndma x
len na jej jedne] strane.

Vypoéitame x.

Upravime vyuZitim vzfahur log x = logx .

Vyuiijernevzfah—‘nca‘".
a

Nerovnicu upravime na podielovy tvar.

83



Logaritmické rovnice a nerovnice

EXPONENCIALNE ROVNICE A NEROVNICE s rovnice a nerovnice, v ktorych sa neznama vyskytuje bud’
v logaritmovanom vyraze, alebo je neznama zakladom logaritmov.

Pri rieSeni logaritmickych rovnic a nerovnic postupujeme ako pri rieSeni rovnic a nerovnic v predchadzajucich
kapitolach. Nesmieme viak zabudnuf na uréenie podmienok existencie logaritmu daného vyrazu.

Pr. 16 Pr. 17
Ries v R rovnicu: Slogx 43 = log +9 -2 Ries v R rovnicu: logx + _2_ =4
3logx -4 3logx—4 logx
Podmienky: x >0, Podmienky: x >0, logx #0=x # |
4
3logx—4$0=>]ogx#i=-x#103 ]og.t+i=4 /-logx
3 log x
Slogx+3 _ logx+5 _, /-(3logx —4) 1 log® x+3=4logx
3logx -4 3logx -4 log® x—4logx+3=0 Substitucia: log x = A
Slogx +3=logx +5-2(3logx —4) A2 —4443=0
Slogx+3=logx+5—-6logx+8 (A=-3)(A-1)=0
10logx =10 A =3 4, =1 Dosadime naspaf
logx =1 logx, =3 logx, =1 do substiticie.
x =10 x, =10° x, =10
K={10} k={10;10" }
Pr. 18 ’l 3 s
Ries v R rovnicu: | sﬂ <=
3 3
Podmienky: x >0
2logx+3 P 2logx+3 _5 Je to viastne sstava dvoch
3 3 3 nerovnic s jednou neznamou.
2logx +323 2logx +3<5 Vyriedime kazdii nefovnicu
2logx 20 2logx <2 samostatne, celkové rieSenie j&
lng 20 ]03 x =l potom prienikom riedeni
xzl x<10 jednatiivych nerovnic.
K={(1;10)
o )
Ries v R rovnicu: log|x + 1] <1
Podmienky: x+1# 0= x # -1
Nulové body: x +1=0& x =-1
Lxe(~1e) IL x € (—o=, —1)
log(x +1) <1 log(-x—1) <1
log(x +1) < logl0 log(—x —1) < logl0
x+1<10 -x-1<10 Ciastoéné rie3enie porovname
x<9 x>-11 s intervalom, v ktorom
K, =(-1:9) K, =(-11;-1) nerovnicu riesime.
K=(-1L-1)u(-1:9)
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19. Goniometricke funkcie,

rovnice a nerovnice

Vel'kost' uhla v stupiiovej a oblikovej miere

V goniometrii (kam cela kapitola patri) sa uhly meraju
najcastejsie:

= v stupfiovej miere v jednotkich 1° (stupeii).

* v oblukovej miere v jednotkach | rad (radian).

RADIAN je stredovy uhol, ktorému prislicha na jednotkovej
kruznici oblik s dizkou 1 jednotky.

Dizke jednotkovej kruznice (r = 1 jednotka), ktora je 27,
odpoveda uhol 27t rad = 360°. Odtial' vyplyvaji vztahy:

| rad

= I
180

180 o
| rad = =57°17°45

n

O uhle o v stupnoch a zhodnom uhle x v radianoch plati:

180°
- .
T

<

-— n F
180°

o

X

Orientovany vhol

Obsah kapitoly:

0 Vel'kost uhla v stupiiovej a oblukovej miere
0 Orientovany uhol

0 Pojem goniometrické funkcie ostrého uhlo

0 Pojem goniometricke funkcie v oblkovej miere
(¢ize v R) o ich grofy

2 Vlastnosti goniometrickych funkii

Q Vzfahy medzi goniometrickymi funkciomi

O Goniometricke rovnice o nerovnice

O Riesenie pravouhlého trojuholnike

3 Riesenie vieobecného frojuholnika

V zapise vel'kosti uhla v stupfiovej miere
pouzivame okrem uhlového stupfia (®) i
uhlovit minitu () a uhlovi sekundu (),
pricom plati: 1°=60";1" =60";1°=3600".

Velkos{ uhla v stuphovej miere zapisujeme
napr. 30°, 45°,27°16/,12°3547".

Vel'kost uhla v obliikkovej miere zapisujeme
napr. 2 rad, 27 rad =21t,% rad =%

(niekedy znagku rad vynechavame).

Pre prevod uhlov zo stupnovej miery na
oblikovi a naopak pouzivame tabul'ky alebo
kalkulacku,

ORIENTOVANYM UHLOM AVB (zapisujeme AVE ) nazyvame usporiadand dvojicu polpriamok > VA, — VB,
pricom = VA je ZACIATOCNE RAMENO, — VB je KONCOVE RAMENO, bod V je VRCHOL orientovaného uhla.

ORIENTOVANY UHOL AVEB ma vel'kost:

« v stupiiovej miere | AVB| = o + k-360°, pricom o & (0°, 360°), k € Z
* v oblukovej miere |AVB| = o + 2km (rad), pricom o € (0,2%), k € Z

Ak sa otaca koncové rameno v smere pohybu hodinovych ruciciek, je vel'kost uhla zaporna.
Ak sa otaca koncové rameno proti smeru pohybu hodinovych ruciciek, je vel'kost uhla kladna.

zaciatoné rameno

zaciatoCné rameno
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Vyjadri vel'kosti orientovanych uhlov €, @ v tvare o + k -360°, kde &t € (0". 360°). ke Z
uhlov®, y v tvare o + 2k - 1t, kde ot € (0, 2n), k € Z, ak:

47
a) e = 760° h)m:%u ¢) ¢ =-3000° ll)lp=—?1t
50 1
a) e = 760°=40°+2-360° b)m=En=gx+2-2n
o o 47 s
¢) ¢ =-3000°=240°-9-360 d) vy =—?n=;—8v2n

Pojem goniometrické funkcie ostrého uhla

Pravouhlé trojuholniky, ktoré maju jeden ostry uhol zhodny, su navzajom podobné. Ak si podobné, tak aj pomery
prislusnych stran st rovnaké. Kvoli ulahéeniu vypoctov je iéelné tieto pomery nejako vhodne nazvat (vzhladom na
ich umiestnenie k jednému ostrému uhlu) a tabelovat (zapisovat do tabuliek).

V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou ¢ =|AB|. odvesnami a = |BC|a b =|AC|

a vnitornym uhlom o =|< CAB|je:

. a dizka protilahlej odvesny
sinot=—=
c

dizka prepony
b _ dizka prilahlej odvesny

cosQ =—=
e dlzka prepony

a _ dizka protilahlej odvesny

g =—= _ o ;
b dizka prilahlej odvesny
dizka pril'ahlej od -
et a prilahlej odvesny ¢ - prepona
b dizka protilahlej odvesny

Tieto Styri pomery sa nazyvaji GONIOMETRICKE FUNKCIE,
sin o je SINUS uhla o, i

cos o je KOSINUS uhla o,

tg ot je TANGENS uhla o,

cotg o je KOTANGENS uhla o,

Tabul'ka vyznaénych hodndt goniometrickych funkcii:

1
2
45° = | V2 I | I
4 2 .
n NE] 1 ' V3
60° - S = V3 ' X<
3 2 2 | 3
Z definicie goniometrickych funkcii vyplyvaju tieto vztahy:
sin o cos O
go= cotg O = — tlga-cotgor =1
COS Of sin oL
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Pojem goniometrické funkcie v oblikovej miere
(Gize v R) aich grafy

Orientovany uhol x umiestnime do stradnicovej sustavy Oxy tak, aby

jeho vrchol bol v zagiatku 0 stiradnicovej sustavy a jeho zaciatoéne

rameno leZalo na kladnej éasti osi x. Ak budeme sledovaf prieseénik

P koncového ramena uhla x s jednotkovou kruznicou k(0; r =1),

mozeme funkcie y = sin x a y = cos x definovat takto:

* Funkcia y = sin x je definovana ako y-ové suradnica priesecnika
P koncového ramena orientovaného uhla x s jednotkovou kruz-
nicou,

* Funkcia y = cos x je definovana ako x-ova suradnica prieseénika
P koncoveho ramena orientovaného uhla x s jednotkovou kruz-
nicou.

* Funkcia y = tg x je definovana ako pomer funkcii sin x a cos x,

§
teda y=tgx = Acosx #0.

COs X
* Funkcia y = cotg x je definovana ako pomer funkcii cos x a sin x,

COS X
teda y = cotg x = — Asinx # 0.

sin x

Znamienka hodnot goniometrickych funkceii uréime z definicii jednotlivych funkeii:

A

I. kvadrant ¥ I1. kvadrant

g

I11. kvadrant

Tabul'ka znamienok hodnot goniometrickych funkcii
v jednotlivych kvadrantoch:

Cislo x nazyvame niekedy aj ARGUMENT FUNKCIE,




=I
2n

y=cosx
" y=sinx

gx

|~

Grafy goniometrickych funkeii sinx, cosx pre x € (0,2x):

Tabulka vyznaénych hodnét goniometrickych

funkeii pre x € (0, 2n):

A

Grafy goniometrickych funkcii tgx, cotgx pre x & (0,2x):
tgx

9 R — FJ\_..J o _h..\__.... =y ' .M ﬁ — ﬁ_.d o ﬁ_?_ 5 =2 o

n.

i e S R - R T T (- 0 T |

- Hﬁ_z FA\_Z —l| o ~le _h_xmz Fw__.,. - F.u_.z ﬁ_.z =T ~re | e ﬁ_a. .

|.///
) N B T e B R T N L= TEN [T )
© | ®le| el=] win| wio| Kl | Klw | Klo| & | Elo| Kl | &l | Blo| Ko | K< | Kol &
s | 8|l | g8l | glea|lalas|le|a|la|lals
|8 || |88 8| 83|2|8|8|28|8|2]|8]|38
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Vlastnosti goniometrickych funkcii
Tabul'ka vlastnosti jednotlivych goniometrickych funkcii:

D(f)=
i D(f)=R D(/f) =R =R-{2k+DE =
obor definicie (L) = )= =R-{(2k+ )E =R-{kn}, k €2
I kel
obor hodnét | H(f) =(-1,1) HH=(-11) | HU)=R H(/) =R
parnost alebo neparna | parna neparna neparna
neparnost sin (—x) = —sin x | cos(—x)=cos x tg(-x)=-tgx cotg (—x) = —cotg x
slivanitsenont | ‘olinmisens iR ‘ ohranicena na D(f) nie je ohrani¢ena nie je ohra;m:éena
zhora ani zdola zhora ani zdola
v bodoch v tvare v bodoch v tvare
maximum neexistuje neexistuje
-\'=§+2fmkez x=2n kel
v bodoch v tvare v bodoch v tvare
minimum neexistuje neexistuje
";:3‘?“4_2“*62 x=n+2kmkel
1 == § ]
zakladna perioda2n | zakladnd perioda 2n | zakladna perioda nt zakladna perioda nt
periodickost | sin x = sin (x +2kn), | cos x =cos(x +2kn), | tgx =tg(x+Am), | cotg x = cotg (x + k),
keZ keZ keZ keZ
Vzt'ahy medzi goniometrickymi funkciami R
Pre vietky redlne éisla x a (5 - x] plati: ARGUMENTOM (uhlom) k éislu x.
: [ n o n Tt
SIn X = Cos = —.':J COS X =sin [;—\] g .\‘=Ctng[;—.\'J cotg ,\'=lg[?—,\'J

Pre vietky pripustné hodnoty x €R platia
VZTAHY MEDZI GONIOMETRICKYMI FUNKCIAMI § ROVNAKYM ARGUMENTOM:

sin x COoS8 X

sin® x+cos” x =1 tg x-cotg x =1 lgx= -
cos x sin x

Pre vietky pripustné hodnoty x, » € R platia
VZTAHY PRE GONIOMETRICKE FUNKCIE SUCTU A ROZDIELU ARGUMENTOV:

sin(x £ y)=sin x-cos y+ cos x-sin v cos(x+ y)=cos x-cos v ¥ sin x-sin y
gxttgy colg x-cotg y+1
colg(xty)=——+7-—

Ig (x 2 ‘I'} e .
lFtgx-tg y colg x + cotg v
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Pre vietky pripustné hodnoty x platia

VZTAHY PRE GONIOMETRICKE FUNKCIE DVOJNASOBNEHO ARGUMENTU:

sin 2x =2-sin x-cos x

Pre vSetky pripustné hodnoty x platia

cos 2x =cos” x—sin~ x

VZTAHY PRE GONIOMETRICKE FUNKCIE POLOVICNEHO ARGUMENTU:

LSy 1—cos x
|sin =| = || ———
[ 2 2

;l x| ||]—cos_\'.
'g 2 —Vl+cos.\'

Pre vietky pripustné hodnoty x a y platia

E
cotg " x —1
cotg 2x W= Bl
2-cotg x
=
b |1+ cos x
cos —| =
2 2
X 1+ cos x
Colg —|= |
2] Vl-cosx

VZTAHY PRE SUCET A ROZDIEL GONIOMETRICKYCH FUNKCII:

. . .. XY X1 . y 4 . et
SIn x +8in y = 2-sin —+ COS - Sin x—S§in y= 2-cos — - §in 5 -
X+y xX—=¥ . DR L, St
Cos X +cos y= 2-cos — -+ CO0§8 —— COS X —=COs5 V= =2-sin - 5 -
sin(xxy sin(x £ y
lgxttgy= # cotg xtcotg y== #
COS X-COs ¥ Sin x-sin ¥
Pr.2 _ _
Uréi hodnoty goniometrickych funkeii s argumentom a. =120°. A
V3
sin 120°= sin 60°= 3
1
cos 120°= —¢os 60°= =
g 120°= —tg 60°= —/3
5 i
/3 V rieSeni sme pouzili
cotg 120°= —cotg 60°= —~—
§ Gxs 3 jednotkov kruznicu.

Pr.3

Uréi hodnoty goniometrickych funkeii s argumentom o = 225° A

=

sin 225°= —sin 45°= —"T
A
cos 225°= —co§ 45°= —"—;

tg 225°=tg 45°=1

cotg 225°= cotg 45°=1
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Pr. 4
Uréi hodnoty goniometrickych funkcii s argumentom o = 330°,

| —

sin 330°= —sin 30°=—

1!4

“-\.
e

cos 330°= cos 30°=

W

1g 330°=—1g 30°=—-

.d|_._]|~..~|, -
-

cotg 330°= —cotg 30°= -3 &

V tychto jednoduchych prikladoch sme prebrali situacie v jednotlivych kvadrantoch (II., 1L, TV.).
Uplne rovnako sa uréujii hodnoty goniometrickych funkcii pre iné argumenty, dokonca aj v oblikovej miere.

Pr.§
Naértni graf funkcie f: y = sin 2x, pricom x € (0, 21).
y=0:sin2x =0 Uréime priesecniky grafu funkcie f s osou x.
2x=0+kn Pre x € (0, 2r ) vyhovuju hodnoty x , =0,
n
¥y S—= Ny =N, ®—1E; =2r.
,l’='% 2 23“42"‘5 n
- ; iof. 0. 2x)
2 =£+2An Ur¢ime maxima. funkcie . Praxe;l} 2r)
i vyhovujti hodnoty x | =;,x, =
MEE +kn Uréime minima funkcie . Pre x & (0, 2x )
2x=3n+2n A whowid hodnoty =7, x, = .
=—M+iT
y =sin 2x
Pr.6

Naértni graf funkcie f: y = sin% pricom x € (0, 2m).

Ty o gy Uréime prieseéniky grafu funkcie f s osou x.
: 2
e Pre x (0, 2r) vyhovujd hodnoty x, =0,
e =0+ k’t =2
2 X, =2m.
x =2kn Uréime maximd funkele . Pre x e (0, 2rt)
T oix vyhovuie hodnota x | = .
2 2
Uréime minimé funkcie f, Pre x (0, 2n
x=n+4kn ool odts Sladkia hih )
- § y=sin - nevyhovuje Ziadna hodnota.
—==m+2kn - —
2 2 Lip=ssrsipracas z = RERA
x =3n +4kn : \
(}L - m ¥
T R
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Pr.7

Pr.8

Pr.9

Pr. 10

Pr. 1l

92

Ur¢i hodnoty ostatnych goniometrickych funkcii s argumentom «, ak sa sin o = ry

9 16 4 o . —
cosa =% [l-—— =% [—=+— Vyusili sme vzfah sin? x+cos® x =1=s cos x =£v1—sin® x.
25 25 5
3
3 s sin o Znamienka hodnét
go=%t===+ Vyuzili sme vzfah tgo = ——. y
4 4 oS o by sme jednoznaéne
5 uréili podfa kvadrantu,
4 " 1 Ktorého patri sina = =
cotg ot =+ — Vyuili sme vzfah cotgoe=——. do patri shat 5
3 ga
A" I - sin x + sin 2x
Vyjadri funkciami s argumentom x vyraz ——.
1+ cos x + cos 2x
sin x + sin 2x sin x + 2sin x cos x sin x(1+2cos x) sin x(1+2cosx) sinx
1+cosx+cos2x l+cosx+cos’x—sin’x cosxy+2cos’x cosx(l+2cosx) cosx
; 4 | T
Podmienky: cos x # 0 = = (24 + l]-? l1+2cosx #0=cosx # —5 =x=zt = +(2k+1)m.kdek e Z
Vyjadri funkciami s argumentom x vyraz sin 3x.
sin 3x = sin (2x + x) = sin 2x - cos x + cos 2x - sin x =2sin x-cos’ x +(cos’ x —sin® x)-sin x =
=2sin xcos’ x + sin xcos® x —sin® x =3sin xcos’ v —sin’ ¥
. ) . 1 —cos 2x + sin 2x
Zjednodus vyraz: a)sin® x—cos® x + cos’ x e
1+ cos 2x + sin 2x
<y 4 2 I 2 2% 2 2 2 2 2
a)sin” x—cos’ X+ cos” x =(sin” x+cos” x)-(sin” x—cos” x)+cos” x =sin" x—cos" x+cos” x =
=sin’ ¥
I —cos 2x +sin 2x .1 —(cos® x —sin’ x)+ 2sin xcos x i —cos” x +sin’ x +2sin x cos x
l+cos2x+sin2x |+ (cos’ x—sin® x)+2sin xcos x |+ cos’ x—sin® x + 2sin x cos x
2sin® x+2sin xcos x  2sin x(sin x + cos x) "
2¢0s? x +2sin xcosx  2¢€os x(cos x + sin x)
. n 19
Podmienky: x # (2k +1) X # (4k —IJI. kdek e Z
. g2x-1g x 7
Dokaz, Ze plati ————— = sin 2x.
tg2x —tg x
sin 2x  sin x 2sin xcos x  sin x 2sin’ x
po e 2x-1gX _ COS2x COSX _ cos’ x—sin’x COSX cos’ x —sin’ x
tg2x—tgx sin2x sinx 2sin xcosx  sinx  2sin xcos® x —sin x(cos”’ x —sin’ x)
cos2x ¢cosx cos’x-—sin’x cosx cos x(cos® x —sin? x)
- 2
2sin” x
S T - 2 oo
cos” x—sin® x 2sin” xcos x(cos” x —sin” x) . .
=— = ; : ——5 - —— ——— =2sin xcos x =sin 2x
2sin xcos” x—sinxcos” x+sin” x  (cos” x—sin” x)sin x(cos” +sin” x)
cos x(cos’ x —sin’ x) ~ "
P=sgin2x,L=P Podmienky: v = £ X # (2k+1 )—4 JkdekeZ



Goniometrické rovnice a nerovnice

Rovnice a nerovnice, ktoré obsahuji neznamu alebo vyraz
s neznamou v argumente goniometrickych funkcii, sa
nazyvaji GONIOMETRICKE ROVNICE A NEROVNICE.

Pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic
si mézeme pomoct jednotkovou kruznicou
alebo grafom prislusnej goniometrickej funkcie.

Zakladné goniometrické rovnice
Zakladnymi goniometrickymi rovnicami nazyvame rovnice:

Sinxy =a CoOsx =a tgx=a colgx=a
priom a € R. Rovnice sin x = aa cos x = a maju rieSenie len vtedy, ked' a € (~1,1).

Pr. 12 Pr. 13

Ries v R rovnicu: sin x =é Ries v R rovnicu: sin x = ——‘@-
il T Pouzijeme pomocny
X, =E+2k}t sin x =£ i Y
6 2 uhol z |, kvadrantu.
5 ’
X, =—m+2kn 8 x
6 4
K={Z +2km, > x + 2km; k eZ; %4 =3 r+2km Vyuzii sme poznatok o hod-
| 6 6 J 4_! « notach funkeie sin x, kioré si
az : : X, =—Tm+2kn zépomé v IIl. a IV. kvadrante,
Vyuzili sme tabulku vyznaénych =4

iometrickych funkeii 7
hodnélgonno@ncydw .n : K=“r€+2kn. -n+AUm kel
a poznatky o ich vlastnostiach. l 4 4 |
L5 . : Fr.15
Ries v R rovnicu: tg x =1 Ries v R rovnicu: tg x = -1
n
x=—+kn ,‘t=g‘lt+k7|:
4 4
[® [3 l
K={—+kmkelZ K=s-n+kmkel;
L4 J : 14 J

Pri ich rieSeni vyuZivame vzfahy medzi goniometrickymi funkciami, upravu rovnice
na sucinovy tvar alebo vhodnu substittciu s ciefom upravit ich az na zakladny tvar.

Pr. 16 I
Ries v R rovnicu: sin 2x = ~3

sin 2x=—-12- Substiticia: 2x=a:~>x=§
; 1 7 11
sina=——&a, =—n+2knaa, =—n+2kn
2 6 6
X, =lrr+k1'r..rc1 =%rr+lm

7 ]
K:f,’—n+kn.2n+kn:kazl
112 12 |
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P17
V2

Ries v R rovnicu: cos (3x —60°) = i H

cos (3x —60°) =%§-

cosa=? = a, =45°+k-360° A a, =315°k-360°

3x, —60°=45°+k-360°
x; =35°+k-120°

3x, —60°=315°+k-360°
X, =125%+k-120°

K= {35“+kv120°. 125°+k-120% k € Z}
Pr. 18

Ries v R rovnicu: 2sin? x —cos® x —4sin x +2=0

2sin? x —1+sin’ x —4sin x+2=0
3sin? x—4sinx+1=0

Substitdcia: 3x -60° = a.

Dosadime naspaf do substitucie za a.

Rovnicu upravime na tvar, v ktorom sa
vyskytuje len jedind goniometricka funkcia.
Vyuzijeme vzfah sin® x +cos? x =1

= cos® x=1-sin? x.

Substiticia: sin x = a.

3a” -4a+1=0 Dosadime naspaf do substiticie za a.
4+416-12 4+2 1
j2=————=——=a, =laa, =
6 6 3
. . 1
sinx, =1 sin x, =§

x, =90°+k-360°
K ={90°k-360°,19°28" + k-360°, 160°32" + k-360° k € Z}

Pr. 19 :
Ries v R rovnicu: cos 2x = 2sin x

2 . | .
cos” x—sin” x =2sin x
I —sin’ x—sin’® x =2sinx

2sin® x +2sin x —1=0
2a’ +2a-1=0
_ 24448 _ 2423 -11.3
e 4 4 P)
M '1‘;—‘5 = 0,3660

X, =21°28"+ k-360° x, = 158°32" + k-360°

-1-43
2

sin x = = —1,3660 < -1

K ={21°28"+ k-360°,158°32" + k-360° k € Z}
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X3 =19°28" + k-360°, x; =160°32" + k-360°

Rovnicu upravime na tvar, v ktorom sa
vyskytuje len jednoduchy argument.
VyuZijeme pritom vzfah

cos 2x =cos® x—sin® x.

Vyuzijeme vzfah cos® x =1-sin x.

Substitucia: sin x = a.

Dosadime naspaf do substiticie za a.

Nema reSene, isbo musi platif: sinx € (-1, 1).



Pr. 20

Pr. 21

Ries v R rovnicu: sin x + sin 2x + sin 3x +sin4x =0

(sin 2x + sin x)+(sin4x +sin 3x) =0 Pouzijleme vzfah sin a+sin b =2 sin aT"'b-ms E;—b.
2x +. X 4; ; X
2sin = -cos-‘—+2$in t+3'x‘cosl=0
2 2
. X A% x : i - X
sin -2— +COS E + sin 7 - COS E =0 Na lave] strane rovnice vyjmeme pred zétvorku vyraz cos 5
X ¥ Ix i
cos-}-[sin 37\+ sin 7‘] =0 PouZijeme opat vztah sin a +sin b = 2-sin %—b-cos ?—z-b-.
X .= 9% X . 5x
cos—-sm«;-cosx =0¢:>c055=0v sin = =0wvcosx =0
X T 5x;
L2 =2k IL 222 =k I x, ==+ kn
2 2 2 2
2 n
X, =n+2kn =n(2k+1) X, =gk1: X =-2-(2k+]}

| 2 M |
K:rnl3k+i}.qkn. _‘I;k+1):keZ;

Ries v R rovnicu: 8sin x +6cos x =9

8sin x +6cos x =9

Substitucia: sin x =u, cos x =v.

8u+6v=9 Plati vzfah sin® x+cos® x =1, kiory pomocou substitucie
prepiseme do podoby u® +v? =1
Su+6v=9 — 9—-6v Riesime sdstavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi.
2 .32 8 Dosadime za u do rovnice @
u-+v =1 @
[9—61-]: d
— | +v =1
8
100v* ~108v+17=0
108+ 1087 —4-100-17
V= =, = 0,8887, v, = 0,1913 Dosadime za v do substitucie.

200
cos x, = 0,8887

x, =27°17"+ k-360°, x; =332°43"+ k-360°

Pretoze upravy nie su ekvivalentné, treba urobit skusku.

cos x, = 0,1913
, = 78°58" + k-360°, x, =281°2" + k-360°

Ked'ze korene x, a x, nevyhovuju, budeK = {27’1 7"+ k-360°, 78°58" + k-360°% k € Z}

Riesenie pravouhlého trojuholnika

Ulohu, v ktorej mame z danych prvkov trojuholnika ABC uréit vietky jeho zakladné prvky, ktoré nie st dané (pripadne
aj dalsie), nazyvame RIESENIE TROJUHOLNIKA, Potrebné vztahy na rieSenie pravouhlého trojuholnika su v kapitole
planimetria. V tejto kapitole vyuZijeme len definiciu goniometrickych funkcii v pravouhlom trojuholniku.

Riesenie vseobecného trojuholnika

Zameriame sa teraz na numerické rieenie trojuholnika s vyuZitim goniometrickych funkcii. Metody riesenia troj-
uholnika, vyuzZivajice goniometrické funkcie, tvoria tzv. TRIGONOMETRIU, Zakladnymi vetami tejto teorie su sinusova
a kosinusova veta. V dalSom texte budeme pouZivat tieto bezné oznacenia:

95



A ABC - trojuholnik ABC r - polomer kruznice opisanej A ABC
A, B, C -vrcholy A ABC p - polomer kruZnice vpisanej do A ABC
a,b,c  -strany A ABC S - obsah A ABC
o,B,y -vnitorné uhlyA ABC 0 - obvod A ABC
5= % - poloviény obvod A ABC

Vsetky nasledujiice vztahy sa vyskytuju v troch tvaroch, pricom druhé dva sa ziskaju =~ 4 ¢ B
analogicky z prvého tzv. cyklickou zamenou stran, pripadne uhlov.
SINUSOVA VETA: Pomer dizok dvoch stran A ABC sarovna pomeru sinusov uhlov, ktoré st k tymto stranam protilahle.
a _sinu b _sinf ¢ _siny
b sinf e Siny a sing

Iny zapis sinusovej vety: a: b: ¢ =sin o : sin B : sin .

KOSINUSOVA VETA: Druhé mocnina dizky strany A ABC sa rovna stétu druhych mocnin zvy$nych dvoch stran
zmens$enému o dvojnasobok sucinu dizok tychto stran a kosinusu uhla nimi zovretého.

a* =b +¢° =2bccos o b =

=¢’ +a’ —2cacos p ¢’ =a® +b° -2abcos ¥
TANGENSOVA VETA: V kazdom A ABC plati;
o-f3 ,I-J'—f Y-
a-b 5 h—c'_“’ 5 c-a - 7
atb  o+P :‘a+;-_t B+y c+a | y+a
g — g — T
2 = 2

O vel'kosti polomeru r kruznice opisanej A ABC plati:
[/} b ¢
o — i — —_— = —
2sinot 2sinf - 2sin y

O vel'kosti polomeru p kruznice vpisanej do A ABC plati:

5 je poloviény obvod trojuholnika
p=(s—a)ig ‘: =(s—-b) 1g [—3 =(s—¢)-1g { (BC a plati pre ._xaﬂ'-l-b-I-c
- - - pllsﬁ‘ 2 .
Pre obsah A ABC plati:
- ] % ! " | - . abe
5= 2m’mm o' Em- sino = imsm B S = = S =p-s

Pre vnutorné uhly e, B, y trojuholnika ABC plati:

X |[“ "b_].(..‘\. =) sin |5 = J:i'”' —c)(s —a) T [(s —a)(s - b)
) ’ —\

sin — = = Sin —=
\ he 2 ca 2. )

ab

Pr. 22
RieS A ABC, ak : @ =47,77 cm, o0 =43°, v =96°30". Uréi aj jeho obsah.

B =180°= (ot + v) = 180°-(43°496°30") = 40°30° V riedeni mdzeme pouif sinusovii vetu,

pretoZe trojuholnik je uréeny stranou
a dvoma uhlami. Vypoéitame uhol .
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sin si sin 40°30°
2 l B =b=a- .m P =47,77 ]— =45,49 cm Vypotitame dizku strany b.
a sino sin o sin 43°
d i i in 96°30
£= M = c=a: s‘ln L 47,77 Sl— =69,59 cm Vypotitame dizku strany c.
a sino sin o sin 43°
S= liac sinp = 12 .47,77-69,90- sin 40°30’ = 1 079 cm Vypoditame obssh trjuboinke.

Uhol B ma vel'kost 40°30°, zvysné strany trojuholnika maju dlzku 45,49 cm a 69,90 cm.
Trojuholnik ma obsah 1 079 cm?.

Rie§ A ABC, ak: a=325¢cm, b =584 cm, ¢ = 72,6 cm. Uréi aj jeho obsah.

a’ =b* +¢* =2bccos o V rigdeni pouZijeme kosinusovi vetu,

3 2 N lebo A ABC je ur€eny troma stranami.
b+t —a® 5847 +726% —325° R

cos oL = be 3.584.726 =0 =25°57
b _sinp Dalgie uhly mdZeme uréit
a sina ; pomocou kosinusovej vety
s E-sin - 58,4 -sin 25°57’ =B, 25150 alebo pomocou sinusovej vety.
a 325
B, =128°10

¥, =180°—(25°57" +51°50") =180°-77°47" =102°13’
¥, =180°—(25°57" +128°10") =25°53’

S '——liabsin 7=%v32.5-58,4vsin 102°13° =927,5 cm”?

Trojuholnik ma obsah 927,5 cm .

Pr.24
Pita veze a miest A a B, odkial veZu pozorujeme, su vrcholmi trojuholnika, v ktorom |AB| =c=80m,

|<I CAB! =0 =60° [<[ AHC‘I =P =38°13". Uréi vysku veZe, ak vies, Ze z miesta A vidno vrchol veZe
pod vyskovym uhlom & = 50°12",

%=t38=:-h=b-138 - Z A ACV uréime vysku veze h,
E: stn B =— sinp = Z A ABC uréime pomocou
¢ siny sin[180°~(a+P)] sinusovej vety stranu b,
sin B - sin B
sin (ot + ) sin (ot +B) Dosadime za b do vztahu pre h.
h=b-tg8-c‘smﬂ tgd "
P Y sin (ot +B)

c 80 . o142’ a1’

. 51113‘8 13 1%50 12 460m
sin 98713

Vyska veZe je asi 60 m.
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20. Zdkladné poznatky o postupnostiach

Definicia postupnosti

POSTUPNOST je funkcia, ktorej oborom definicie je mnozina
prirodzenych cisel N.

Postupnost sa nazyva NEKONECNA, ak je jej oborom definicie
cela mnozina N. Postupnost sa nazyva KONECNA, ak je jej
oborom definicie mnozina prvych » prirodzenych @éisel
{1:2;3..; n}.

Funkéné hodnoty postupnosti sa nazyvajii
CLENY POSTUPNOSTI; funkéna hodnota
postupnosti v bode n € N sa nazyva

n-TY CLEN POSTUPNOSTI a oznacuje sa a,, -

Postupnost (nekoneénu) zapisujeme {a, },
alebo {4, , a, .., a, ... }. Koneént postupnost
zapisujeme {a, }._ alebo {a,.a,..q, }.

n=l

Vlastnosti postupnosti

Postupnost {a, }~_ sa nazyva RASTUCA.
akjea,., >a, pre kazdé n e N.

Postupnost {a, }_ sa nazyva KLESAJUCA,
akjea,,, <a, prekazdéneN.

Postupnost {a, }~_ sa nazyva NEKLESAJUCA,
akjea,,, =a, prekazdéneN.

Postupnost {a,, } | sa nazyva NERASTUCA,

akjea,,, <a, pre kazdé n e N.

.

Postupnost {a, } | sa nazyva ZHORA OHRANICENA,
ak existuje také realne ¢islo 4,

zea, < hpre kazdé n e N.

Postupnost {a, } | sa nazyva ZDOLA OHRANICENA,
ak existuje také realne ¢islo d,

ze a, 2 d pre kazdé n e N,

Postupnost {a, }_ sanazyva OHRANICENA,

ak je ohranicena zhora i zdola.

Obsah kapitoly:

0 Definicia postupnosti

O Vlastnosti postupnaosti

Q Vyjadrenie postupnosti

Pod pojmom postupnost budeme vzdy
rozumietl nekoneénu postupnost, pokial
nie je vyslovne uvedené, ze ide o koneénu
postupnost.

Postupnost vietkych parnych prirodzenych
Cisel zapisujeme {2n}"_ alebo {2.4....2n..}.
Postupnost vsetkych neparnych prirodzenych
gisel zapisujeme {2n—1} 7, alebo
{13..2n-1..}

Postupnost {3n}~_ priraduje Gislu n =1 gislo
a, =3 ¢islun=2¢isloa, =6, Cislun=3
gislo a, =9, vieobecne cislu n ¢islo a, =3n.

Rastuce, klesajuce, neklesajice

a nerastuce postupnosti volame
MONOTONNE POSTUPNOSTI.

Rastiice a klesajice postupnosti volame
RYDZO MONOTONNE POSTUPNOSTI.

Pr. 1 =
Urc vlastnosti postupnosti {a, }._ = {g} -
nm|
n|” 123 o . . _
E = 3 g i Uréime niekofko prvych élenov postupnosti. Lahko zbaddme, Ze postupnost je
n=] - E
ohraniéena zdola [ d= % ) lebo kazdy ¢len postupnosti je vaési alebo sa rovna &islu ;
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Vypotitame rozdiel dvoch po sebe idicich ¢lenov. Vidime,

e tento rozdiel je kladné Eislo, teda postupnost je rastica.
pmmmmmaanjao%mtmmml.
nie je postupnosf zhora ohranitend (&i2e nie je ani ohraniéend),
ale je rydzo monoténna.

Postupnost je zdola ohraniéena, nie je zhora ohrani¢ena, je rastiica a teda rydzo monotonna.

Vyjadrenie postupnosti
Postupnost {a, }_ mozeme urcit niekolkymi sposobmi.

« Ak je postupnost uréena vSeobecnym vzorcom. ktory Cislu
n priradi ¢islo a, , teda Cislu 1 priradi ¢len a, , €islu 2 ¢len
a,, €islu 3 ¢len a;..., hovorime, Ze postupnost je uréend
VZORCOM PRE n-y clen.

= Ak je postupnost uréend pomocou prvého élena (alebo
niekolkych prvych €lenov) a vzorcom, pomocou ktorého
mozeme postupne uréit dalSie ¢leny, hovorime, Ze postup-
nost je uréena REKURENTNE,

« Ak je postupnosl uréena pomocou niekolkych prvych
¢lenov, hovorime, Ze postupnost je uréena VYMENOVANIM
PRVKOV. Z naznacenia niekolkych prvych élenov viak musi
byt zrejmé, aké hodnoty budu nadobudat dalsie éleny.

n=|

= Postupnosf je uréena GRAFICKY, ak pozname jej graf.

Grafom postupnosti je vzdy mnoZina navzajom izolovanych
bodov. Postupnost mézeme znazornit graficky v rovinnej
sustave suradnic alebo na priamke.
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Obsah kapitoly:

21. Aritmeticka POS‘UPHOS"’ O Definicio aritmetickej postupnosti

O Vzorec no vypocet sictu prvych 1 élenov

1 Riesené priklady

Definicia aritmetickej postupnosti

Postupnost {a, } | sanazjva ARITMETICKA, ak existuje také
cislo d, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati a, ., =a_ +d.
Cislo d sa nazyva DIFERENCIA.
Medzi prvym a [ubovol'nym ¢lenom kazdej aritmetickej postupnosti plati vztah a, =a, +(n—1)d.
Medzi dvoma ubovolnymi clenmi kazdej aritmetickej postupnosti plati vztah a, = a, +(r—s)d.
Oba uvedené vztahy sa daju lahko dokazat matematickou indukciou.
Pl >
—— . [2n-1 e e ;
Dokaz, ze postupnost — je aritmeticka postupnost.
n=|

_2n-1

(¢ 3 Uréime n-ty élen postupnosti
Q. = 2(n+3])—] = 2ﬂ+32-1 = 2’1;] Uréime (n +1}vy élen postupnosti.
a,,, —a, = 2/;+} - ‘2/;-‘) = 20t 3-2"”'2 = 52 Vypocitame rozdiel (n+1}veho a n-tého ¢lena postupnosti.

%
Cislo E = d, postupnost je teda aritmeticka.

Vzorec na vypocdet sictu prvych . dlenov

Pro kaZdé dva cleny a,, a, aritmetickej postupnosti plati:

a,—a, =(r—s5)d

Pre siéet s, prvych n Elenov aritmetickej postupnosti plati:

Uvedena veta sa da lahko dokazat
, ==(a, +a,) matematickou indukciou.
b2
V nekonecnej aritmetickej postupnosti sa a, =0, a, = —4. Uréi pocet séitanych élenov n, ak 5, =12
a, —a, =(6-4)-d4 Vypotitame diferenciu d.
—4-0=2d=d=-2
a, =a, +3d Vypotitame prvy élen a .
O=a, +3-(-2) =a, =6
s, = n (a, +a,) Vypoditame pocet s€itanych élenov n, vyuZijeme pritom
2 vztah a, =a, +(n—1)d =6+(n—1)(-2).
12 =l;--[6+6+{n4]}v(—2)]
n
12 =-i—-[12-—2n+2]
24 = n(14 -2n)
24 =14n-2n*
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2n® -14n+24 =0 Jis2
n* =Tn+12=0
(n=3)-(n-4)=0=n, =3,n, =4

V tejto aritmetickej postupnosti sme séitali bud’ 3, alebo 4 cleny.

Riesené priklady

' niekol'kych nasledujicich prikladoch ukaZeme presny vyznam a pouZitie pojmov a vztahov
efinovanych v tejto kapitole. Praktické vyuZitie tychto poznatkov najdete v kapitole €. 23.

.3 : >
Suéin troch po sebe idicich élenov aritmetickej postupnosti sa rovna ich suctu.
13
Uréi tieto Eleny, ak vie$, Ze d = e
a,  -a,-a,, =a,, +a, +a,, Text Glohy zapieme matematickymi symbalmi.
a, =x,a,, =x—d,a,,, =x+d Uréime tri po sebe iddce &leny aritmetickej postupnosti
o= A3 %L A=l - s e 6 AR R SRR TR Y,
(x*-d*)x=3xeox, =0vx’-d* =3
, 169 -5 ' d
x ‘? = Uloha ma tri rieSenia. Clenmi aritmetickej postupnosti
L 14 3 .18 14 1
¥ T mago byt an—o 0, Db - 12 949 12 L
3 3 3.3 3 3
Pr. 4

Dizky strén pravouhlého trojuholnika tvoria tri po sebe idiice éleny aritmetickej postupnosti.
Ur¢i ich, ak vies, Ze trojuholnik méa obsah 6 dm??

a,b=a-d.c=a+d
(a+d)? =a® +(a-d)?
_ala—d)

hy 2 Uréime obsah trojuholnika.
a’ +2ad+d* =a’ +a* -2ad+d’
b ala—d) Ziskali sme sustavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi.
2
5 ¢
4ad=a 0]
lZ:a’ —ad a
m.‘i‘:£ v
4 B
12=a* L 48 =34°
3 8=l c
a’ =16 4
a=4 Hradame dizku strany trojuholnika, preto a = —4 nevyhovuje.
l16d=16=d =1 Vypoéitame d, dosadime za a do rovnice @©.

b=4-1=3,c=4+1=5

Trojuholnik ma strany a =4 dm, b =3dm, ¢ =5 dm.

Vyjadrime strany trojuholnika.
Vyjadrime vzfah medzi stranami - pomocou Pytagorove; vety.

Dopogitame zvy3né strany trojuholnika.
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Pr.5
Vel'kosti stran pravouhlého trojuholnika tvoria tri po sebe iduce cleny antmeticke; postupnosti.
Uréi ich, ak vies, Ze polomer kruznice vpisanej do trojuholnika jep = 7 cm

bha=b-d c=b+d Vyjadrime strany oishoinika pomocou d.
(b+d)* =b? +(b-d)* Vyjadrime vzizh meds stranami —
_atb-c pomocou Pyiagomes) vely.
2
(b—d)+b-(b+d) wmmmmmlquﬁ
7=—2-— pravoubishg tojhoinica (e uvedeny v kapitole ¢, 25).
14=b-2d
S o
(b+d)" =b" +(b-d) Ziskah sme sustzve dvoch rovnic s dvoma neznamymi.
14=5b-2d
b +2bd+d* =b> +b* -2bd+d’
14=bh-2d
4bd = b’ [:b . ;
MaZeme deiif stranou b, pretoZe b > 0.
14=5b-2d
4d=b o Dosadime 2z b do romice © a @.
14=b-2d @
14 =2d
d=1 Vypotitame strany trojuholnika.

a=21,b=28¢=35

Strany trojuholnika maju dizky 21 cm, 28 cm a 35 cm.

Pr.&
Vel'kosti vnutornych uhlov trojuholnika tvoria tri po sebe iduce ¢leny aritmetickej postupnosti.
Uréi ich, ak vies, Ze suéet ich kosinusov sa rovna :45»
o.pB.ro<p<y Oznatime vnitomé uhly trojuhoinika.
o=B-d.p.y=Pp+d Vyjadrime uhly pomocou d.
B—d+p+p+d=180° Vyuzijleme vzfah o +B +v =180°.
B =60°
cost + cosP + cosy = % Text (lohy zapiseme matematickymi symbolmi
cos(P —d) + cosp + cos(P + d) =§ a dosadime za uhly.
cos(60°—d) + cos60°+ cos(60°+d ) = 25- Vyuzitim vzfahu cos x +cos y = 2009%/- cos%'-’
2cos60°cosd + cos60°= ;% ziskame cos (60°—d ) +cos (60°+d ) = 2cos 60° cosd.
2-]—cosd+1—§ Dosadime za 6(3"—1
2 2 4 R
cosd = % =d=41725
o =60°-41°25" =18°35, y =60°+41°25" =101°25’ Dopoéitame hodnoty zvynych dvoch vnitomych uhlov.
Trojuholnik méa vnutorné uhly o0 =18°35", f =60°, y=101°25"
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2. Geometrickd postupnost
Nekonecny geometricky rad

Definicia geometrickej postupnosti

ostupnost {a, } - . 84 nazyva GEOMETRICKA, ak existuje také &islo g,
> pre kazdé prirodzené ¢islo nplatia,,, =a,.q (a#0,q# 0).
islo ¢ sa nazyva KVOCIENT,

ledzi prvym a fubovolnym élenom kazdej geometrickej postupnosti
ati vztaha, =a, -q""',

ledzi dvoma lubovolnymi élenmi kazdej geometrickej postupnosti
ati vzfah a, =a, -¢"".

Vzorec na vypodet sictu prvych /2 dlenov
€ sucet s, prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti plati:

lf._i I_l,’.
s, =a — =g

-, akg#1,
q—1 l—gq

resp.s. =n-a,

akg=1

Definicia nekoneéného geometrického radu

KONECNY GEOMETRICKY RAD je vyraz a +a, +a;+... T O S
rého jednotlivé ¢leny tvoria geometricku postupnost.

konecny geometricky rad mozeme zapisat aj v tvare Z i

Vzorec na sicet nekonecného geometrického radu

Nekonecny geometricky rad a, +a,q+a,¢* +... + a,¢" +...

e konvergentny prave vtedy, ked la| <1a pre jeho sucet plati: 5= i
—q

> divergentny prave'viedy. ked |¢| > 1.

Riesené priklady

iekol'kych nasledujucich prikladoch ukdzeme presny vyznam
JuZitie pojmov a vztahov definovanych v tejto kapitole.
tické vyuzitie tychto poznatkov najdete v kapitole €. 23.

Napis$ prvych pit élenov geometrickej postupnosti, ak ¢

a +a, +a; +a, =15

as +ag +a, +a;, =240

Obsah kapitoly:

Q Definicia geometrickej postupnosti
3 Vzorec no vypocet sicty

prvych # clenov
O Definicia nekoneéného

geomelrického rodu

O Vzorec na sucet nekoneéného
geomelrického radu

3 Riesene priklady

Uvedena veta sa da lahko dokazat
matematickou indukciou.

Symbol Y a, citame suma (siicet)
=l

a, od i rovnajiceho sa jednej do

nekonecna.

1 Hay ta; ta, =15aa +ag +a, +a, =240,

Z textu tlohy dostavame ststavu 2 rovnic s 8 neznamymi.
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a, +a,g+a,q° +a,q° =15
a,q¢' +a,q° +a,q° +a,q" =240
a -(1+q+¢° +¢')=15 o}
a g’ (1+q+q¢* +¢’)=240

g =16
g, =12
a, =I.0{ ==3

Jednotiivé ¢leny vyjadrime pomocou vzorcaa, =a,-¢"'.

Ziskame sustavu 2 rovnic s 2 neznamymi.
Rovnice vydelime (a, #0aq = 0).

Uvazujeme len o korefioch z R. Dosadime za g do rovnice @D,
Riesenim st teda dve geometrické postupnosti. :

Prvym rieSenim je geometricka postupnost: a, =1, a, =2,a, =4,a, =8, a, =16
druhym: @) =-3,a, =6,a, =-12, a, =24, a; =-48.

Pr.2

Ak pripocitame k €islam 2, 7, 17 rovnaké &islo, vzniknu prvé tri ¢leny geometrickej postupnosti. Uréi ich.

a =2+x,a, =T+x,a, =1T+x
T#& 17+x%
2+x  T+x
(T+x)? =(17+x)-(2+x)
49+14x+x? =x? +19x +34
S5x=15
x=3
a, =5,a, =10,a, =20
Postupnost ma éleny 5, 10, 20.

Pr.3

a, =sino, a, = 1g0, a, =;
I cosot

o _ a0
tigo sing
1 sino
cosoL oSO

sino sino
cosat
1 1

sine  cosol

tgo =1 =>u=£+k-::

Uhol . mé vel'kost 45°,

.4 i b

Urtfisllt‘.etrm:lul—+—+—+-~-!-l -—I-
2 3 4 9 8 27

1
oy

1
-
8 27

LI
2 3.4 9
1. 1,1
—+—t—+ .
2 4 8
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Vyjadrime prvé tri éleny geometrickej postupnosti.
Vyuﬁigmevxﬁh&!l:q_tj_i’..:fl:q‘
a, a, a,

Podmienky: x # 2, x # 7

Dosadime za x do vyjadrenia jednotlivych élenov.

Uréi vel'kost ostrého uhla ., ak: sinc, tg o, ;tx tvoria tri po sebe idice ¢leny geometrickej postupnosti.
COos

Vyjadrime jednotlivé ¢leny postupnosti.

Vy(ﬂijgmavzfgha_’".L:q' gj_a_’=£=_=q_
a, a, at

Podmienky: sina 20=> o #0+2kt, kde ke Z
cosa=0= o =kr kiekeZ

Vyberieme uhol spifajici podmienky zadania.

Vyraz sa skladd z dvoch radov. Vypiseme ich.

Prvirradmﬂa,:%,q:

o -




Pr.5

Pr.6

Pr.7

—+—t+—+...
3109427
1 L3
2 -
s|=—-—=]_52=—-=_
pd -1 2
2 3
|
s=5, +5,=l+-=-
T 2

3
Rad ma sucet >

Uréi hodnotu sucinu y = 3.43.-43.43. ...

1=3J5U§§5

Suéin y ma hodnotu 9.

1-2x

Zlomok

Napis tento rad a uved podmienku pre ¢islo x.

1 a,

1-—2x='1_:¢;
a =l.g=2x

[2x] <1 =a}x1<%

Druhjradmd a, =-,q=

)=

!
3
Uréime sucet kazdého radu.

Stcet povodného radu ziskame
séitanim suétov jednotlivych radov.

Je to viastne socet nekoneéného
geometrického radu, a, =1,9= %

Vyuzileme vztah s = 15_;

mozeme povaZoval za sucet nekoneéného geometrického radu.

Porovname zlomok so vzorcom pre siéet
nekoneéného geometrického radu.

Podmienka konvergencie nekoneéného
geometrického radu je spinena: q| <1

1
" 4 . 2 3 . |
Hladanym radom je rad 1 + 2x +4x~ +8x " + ..., pricom |x| < >

Ries v R rovnicu: logx + log/x + logi/x + log{/x + ...

Podmienka: x >0
logx + log+/x + log¥/x + log¥/x +...=2

1 | 1
logx + —logx + —logx+—logx + ...=2
J:3 3 J:4 3 g 8 g

logx(l+l+—l-+l+...] =2
2 4 3

logx-2=2
logx =1
x=10

K ={10}

I
(%]

Poutijeme vety pre poéitanie s logaritmami.

Cisla 1+%+4—1+-;-+ ... mdzeme séitaf

aﬂaﬂm]es:%=2
et
2
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23. Vyutitie postupnosti

Obsah kapitaly:

O Riesené priklody

pri rieseni uloh z praxe

Riesené priklady

Pri rieSeni nasledujucich prikladov vyuzijeme poznatky z predchadzajucich kapitol &. 20, 21, 22.

Pr.l

Pr.2

Pr.3

Zelezné rary sa skladuju vo vrstvich tak, ze rury kazdej hornej vrstvy zapadaji do medzier dolnej vrstvy.
Do kol'kych vrstiev ulozime 102 rir, ak v najvrchnejsej vrstve maji byt 3 riry?
Kol'ko rar bude v najspodnejsej vrstve?

a =3 "y Najvrchnejiu vrstvu mbZeme povazovatza a, .
d=1 V kazdej nizSej vrstve je 0 1 riru viac (pozri obrazok).
a, oznatuje pocet rir v najspodnejsej vrstve.

a, =3+(n-1)=3+n-1=n+2 s, oznacuje pocet rir vo vietkych 1 vrstvach.

102=g-{3+n+2} VyuZijeme vzorec s, =g-{a,+aﬂl

204 =50+ n°
n’ +51-204=0

—5+425+816 -5+29 Vyhovuje len n ,, pretoZe podet
M= = =nm =12, n, =-17 ) s
2 2 = musi byf prirodzené éislo.

a, =12+2=14 Dosadime zan do vzfahu pre a .

Riry sa ulozia do 12 vrstiev, v najspodnejsej bude 14 rur,

Teplota Zeme rastie s hibkou o1 °C na 33 metrov. Uréi, aka je teplota na dne bane
hibokej 1 015 metrov, ak v hibke 25 metrov je teplota 9 °C.
101525 =990 ’ Uréime rozdiel hibok v metroch.
99033 = 30 Na kaZdych 33 m pribudne 1° C. Ak hibka klesne 0 980 m, tak teplota sa zvysi
030° C, ize vzhladom na teplotu 9° C v hibke 25 m sa zvy3i na 39° C.
Na ulohu sa moZeme pozrief tieZ ako na aritmeticku postupnost:
a ne e 10 °C
Teplota na dne bane je 39 °C. a,=9,d=ta, =a,+30d =9+30 =30,
Baktérie sa v rastovom médiu mnozia delenim, ku ktorému dochadza vidy raz za pol hodiny.
Kol'ko baktérii sa namnozi za 12 hodin z jednej baktérie?
a; =1 Uréime pdvodny pocet baktérii.
a =2 Uréime pocet baktérii za 0,5 hodiny.
a; =4=22 Uréime potet baktérii za 1 hodin,
iy =8 =27 Uréime podet baktérii za 1,5 hodiny.
gy =3¥ Uréime podet baktérii za 12 hodin.
2
- _l
833 =2 22—-1— =16 770000 Stitame namnozené baktérie.
Za 12 hodin sa z | baktérie namnozi priblizne 16 770 000 baktérii.
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Pr. 4

Pr.5

Pr.b

Ak vzrastie vyroba kazdy rok o 3 %, uréi, o kol'ko percent vzrastie vyroba za 5 rokov.

V, Oznaéime objem vyroby na zaciatku 1. roka.
V=V +Vy- % =V, (1+003) =103V, Vypotitame objem vyroby na konci 1. roka.
v, =103-¥, =1,03*.¥, Vypoitame objem vyroby na konci 2. roka.
Ve = 1.03° V, =116¥F, Vypotitame objem vyroby na konci 5. roka.

Vyroba vzrastie za 5 rokov asi o 16 %,

Stroj straca opotrebovanim kazdy rok 4,5 % svojej ceny. Ur€i, za aka dobu klesne cena stroja na polovinu,

Ca Oznatime pdvodna cenu.

c, = L; Vyjadrime cenu na konci #-tého roka.
53 4,5 y

€ =Cq—Cp- 100 =¢, (] - 1-6—6] =¢, -0,955 Vypocitame cenu na konci 1. roka,

4,5

] =c,-0955=c, 0955  Vypocitame cenu na konci 2. roka.

¢, =c,-0955" y g
Porovndme vyjadrenia ¢ , a dostaneme tak rovnicu.

¢y -0955" = %'- Mazeme ju vydelf ¢ , , Iebo cena je nenulova.
0955" = ]5 Rovnicu zlogaritmujeme.
n-1og0.955 = log0.5
e log0,5
10g0.955
n=15

Cena stroja klesne na polovinu asi za 15 rokov.

Poéet obyvatelov vzrastol za 10 rokov z 25 000 na 33 600.
Uréi, aky bol priemerny roény prirastok obyvatelov v percentach.

Py =25000 Oznatime povedny pocet obyvatelov.
P P ey
P=PydPyr—=P [l-i-—) Vyjadrime pocet obyvatelov po roku.
1 ot fo 00~ "0 100 ¥i pocet obyvatelov po
k
P.=P [1 + Igﬁ) Vyjadrime pocet obyvatelov po k rokoch.
10
Po =P, [l + %OOJ Vyjadrime pocet abyvatelov po 10 rokoch, dosadime
. do vzfahu zname ldaje zaP, a P, , ziskame tak rovnicu.
10
33600 =25 000-(1 + i)
100
23600 = [1 + L) § Rovnicu zlogaritmujeme.
25000 100 '
T B log(l + L)
25000 100
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0128399 =10-log 20+ 2
100

00128399 = log 120+ 7
100
100+ p — 1000128399
100
p=10928% _109
p=3
Roény prirastok obyvatelov bol asi 3 %.

Odvod,, na aku sumu vzrastie vklad N, pri p % zloZzenom urokovani za n rokov.

Pr.7

N,

N, =N0+Nu—f—=Nn(l+i)
100 100

N, =N, +N, L =N, [1+L)=Nu[l+
100 100

w, =;vn(r+ 2
100

: s . ; { \
Viiad N, varastie pri p % 2\ozenom trokovani za # rokov na sumu N, Li o= J ;

Pr.8

Vyjadrime vkiad na zadiatku 1. roka.

Vypocitame vklad na konci 1. roka.

2
) Vypocitame vklad na konci 2. roka.

Vyjadrime vkiad na konci n-1ého roka.

100

Niekto si pozical 100 000 Sk. Zaviazal sa, Ze iastku splati dvoma rovnakymi splatkami,
z ktorych jedna bude splatna o dva roky, druha o 4 roky odo dna pozicky.
Uréi vel'kost tychto spliatok pri 2 % celoroénom zloZenom tirokovani.

N, =100000

2 2
Ny =(N; —x)-(|+ﬁ) =(N, —x)-1,02?

Ny=x=0

(Ny =x):1,02* —x =0

(Ny 1,027 =x)-1,02% —x =0
Ny 1,02* =x-1,02? =x =0

No-1,02% =x-(1,02* +1)
N, -1,02¢
x——_

T 1,02° 41

x =53050

100000-1,02°
1,027 +1

Oznaéime poZiéanii diastku.
QOznacime spldtku.

Vypoéitame splétku na konci 2. roka.
Oznatime zvy3ok, ktory edte treba zaplatif.
Vypotitame splétku na konci 4. roka (po dal&ich 2 rokoch).

Zapiseme vyrovnanosf dihu po splateni 2. splatky.
Dosadime zaN, .

Dosadime zaN , =100 000.

Napriklad pri 16 % trokovani sa splétka zmeni na

(N 116* _100000-116* _ 181084
1167 +1 116°% +1 2,3456

vyska jednej splétky je 77 193 Sk

a zdkaznik teda zaplati 153 386 Sk.

= 77193, Cize

Splitky budu vo vyske 53 050 Sk. Zakaznik zaplati spolu 106 100 Sk.
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Pr. 9

. 10

+2+3+4+..
Vypoditaj hodnot virazu ¥ = 2t At 4t . 4 a

n+—+—4—+
8
-
J
E=1424344+4.... +n=§(:+n)
n n n
j=n+—4—4—+_ . .=——=2p
24 B et
2
n
’_5_5(l+n)_ﬂ_ﬂ
i 2n 4

Zapis ¢islo 2,4 ako zlomok v zakladnom tvare.

1. postup

2.4 =24444... =2+ 0,4 + 0,04 + 0,004 +0,0004 + ...=
=2+4:-107" +4.107 +4-107 +4-10~ +..=2+5
s=4-10" +4-107 44107 +4-10™" + .=

4

o A0 8
-|_i_9
10
.
24 =245 =2+_=%-_-
9
2. postup
.t=2.:1:IOX=24.3=b|0x—x=24.5—-2.3=9.\'=22=bx=—9—
98w
9

S

Oznacime Citatela a menovatela vyrazu,

Citatef je stget prvych n élenov aritmetickej postupnosti,
vktorej a, =1ad =1

Menovatef je sucet nekoneéného geometrického radu,
vkloroma, =nag= %

Dosadime za ¢ a / do vyrazu,

Je to slicet nekoneéného geometrického radu,
pricoma, =4.107' a g=10".

22
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24. Planimetrické pojmy a poznatky

Rovinné itvary, zdkladné pojmy planimetrie

Zakladné geometrické pojmy bod a priamka vznikali abstrak-
ciou z hmotnych objektov. Nedefinujeme ich. Tieto a iné
pojmy patria do ¢asti matematiky, ktora sa nazyva GEOMET-
RIA. PLANIMETRIA, ktora je ¢astou geometrie, Studuje geomet-
rické atvary v ROVINE E,. Body su prvkami tejto roviny.
Oznacéujeme ich velkymi pismenami A4, B.... Piseme: bod
A eE,. PRIAMKY st podmnoZinami tejto roviny, oznaéu-
jeme ich malymi pismenami p, q... a piSeme p c E,. Medzi
bodmi a priamkami plati 4 € p, B  p a podobne. O dvoch
bodoch plati 4 = B (bod 4 sa rovna bodu B alebo bod A4 sply-
va s bodom B), C # D (bod C sa nerovna bodu D alebo bod €
nesplyva s bodom D). Obdobne o dvoch priamkach plati
p = ¢ (priamka p sa rovna priamke ¢ alebo priamka p splyva
s priamkou ¢), r # s (priamka r sa nerovna priamke s alebo
priamka r nesplyva s priamkou s).

Bod P rozdeluje priamku p na dve navzajom opaéné POL-
PRIAMKY. Bod P je ZACIATOCNYM BODOM kazdej z tychto
POLPRIAMOK. Kazdy iny bod priamky p je VNUTORNYM
BODOM jednej z oboch POLPRIAMOK. Polpriamku, ktorej
zacCiatoénym bodom je bod P a vnutornym bodom je bod A,

oznacujeme > PA.
priamka <> AB usecka A8

A B A B

polpriamka — PA

polpriamka k = P4 opaéna P 4

AksibodyA# Bade p, B € p,tak USECKU AB definujeme
ako prienik dvoch polpriamok, éize takto:

AB = ABn— BA. Body A, B sa nazyvaju KRAJINE (hra-
niéné) BODY USECKY, ostatné body su VNUTORNE BODY
USECKY AB. DLZKA (velkost) USECKY AR je vzdialenost
bodov A, B - oznacujeme ju|AB| Bod S, ktory tisecku AB deli
tak, Ze plati |AS| =|SB], sa nazyva STRED USECKY.

Priamka p deli rovinu r na dve navzajom opaéné POLROVINY,
Tato priamka je HRANICOU (hraniénou priamkou) oboch
POLROVIN, KaZdy iny bod roviny r, ktory nelezi na hraniénej
priamke, je VNUTORNYM BODOM jednej z oboch polrovin,
Polrovinu s hranicou p = <> AB a vnitornym bodom M ozna-
¢ujeme — pM alebo — ABM.

110

Obsah kapitoly:

3 Rovinné divary, zaklodné pojmy plonimetrie
O Konvexny o nekonvexny uhol

2 Polohove o metricke vzfahy medzi uhlomi

0 Polohove o metricke vziohy medzi priomkami
0 Stredovy a obvodovy uhol

O priamke p c E, plati: dvoma navzajom
roznymi bodmi 4, B prechadza prave jedna
priamka. Oznacujeme ju <> AB.

Ak ma usecka AB dzku a, piseme a =|AB,
Ak |4B| > |CD|, hovorime, Ze secka AB je
vii¢sia (dlhsSia) nez usecka CD alebo usecka
CD je menSia (kratSia) nez usecka AB.

SUCTOM USECIEK s dizkami a, b je usecka
s dizkou a+ b. ROZDIELOM USECIEK s diz-
kami a, b (a > b) je Gisecka s dizkou a—b.

polrovina — pM = — ABM




Konvexny a nekonvexny uhol

Geometricky Utvar sa nazyva KONVEXNY, ak kazdy bod
usecky spajajucej l'ubovol'né dva body utvaru je bodom
tohto ttvaru. Utvar {/ na obrazku je konvexny, pretoZe
PP, cUBP, cUCP, cU BDcU atd.

Utvar ¥ na obrazku nie je konvexny, hoci P, P, c ¥,
ale napr. P, P, ¢ V,BD & V.

THOL AVB definujeme ako prienik dvoch polrovin— AVB
1— BVA. Bod V nazyvame VRCHOL UHLA AVB,
polpriamky +» VA, > VB nazyvame RAMENA UHLA AVB.
Uhol AVB sa nazyva KONVEXNY UHOL.

Uhol. ktory vznikne zjednotenim polrovin opaénych
< polrovinam — AVB a— BVA, sa nazyva NEKONVEXNY
THOL AVB a oznacuje sa GZ AVEB.

Polohové a metrické vzt ahy medzi uhlami

Ak su polpriamky > VA, > VB opaéné, si oba uhly AVB
RIAME UHLY. Ak sa = VA =+ VB, tak tieto polpriamky
iréuji NULOVY UHOL <€ AVB (neobsahuje ziadne dalsie body
oviny) a zdroven aj PLNY UHOL G AVB (jeho vnutornymi
yodmi st vietky ostatné body roviny).

Jva konvexné uhly AVC a BVC, ktoré maju spoloéné rameno
/C a ktorych ramena VA4, VB s navzijom opaéné polpriamky,
a nazyvaju SUSEDNE UHLY.

'RAVY UHOL je taky uhol, ktory je zhodny so svojim sused-
1iym uhlom.

'ELKOST UHLA AVB oznatujeme |< AVB| Ak je velkostou
onvexného uhla AVB ¢islo o, piseme |4 AVB| = c.. Niekedy
ismenom ¢ oznacujeme priamo uhol. Na tento ucel pouzi-
ame aj iné pismena gréckej abecedy.

Na meranie uhlov pouzivame:

- 7 E L}
' UHLOVY STUPEN (oznacujeme ho 1°), o je 30 pravého uhla.

Mensimi jednotkami si UHLOVA MINUTA (oznacujeme jul’)
a UHLOVA SEKUNDA (oznaéujeme jul1”),
pricom plati: 1°=60" =3 600",

' OBLUKOVU MIERU, ktorej jednotkou je radian (oznaéuje-
me | rad). NajCastejsie sa pouZiva v goniometrii.

' GRAD (oznacujeme hol * ), ¢o je ﬁ pravého uhla.

Hovorime, Ze dva UHLY SU ZHODNE prave
vtedy. ked' je mozZné jeden premiestnit tak,
ze splynu (kryju sa).

Piseme potom < AVB = < CUD.

OS UHLA je polpriamka so zadiatkom
vo vrchole uhla, ktord uhol rozdeli na
dva zhodné uhly.
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Konvexny uhol, ktory je mensi nez pravy, sa nazyva OSTRY UHOL, Konvexny uhol AVB je vacsi
Konvexny uhol, ktory je viési nez pravy, sa nazyva TUPY UHOL, nez konvexny uhol CUD,
ak ]QAPB]-:»[{CUD[.

SUCTOM UHLOV s velkostami o, P je uhol s velkosfou o +P.
ROZDIELOM UHLOV s vel'kostami o, B (ot > ) je uhol s velkosfou

o—B.

Rozdelenie uhlov a ich nazvy vzhladom na ich polohu:

UHLY STYCNE UHLY SUSEDNE UHLY DOPLNKOVE UHLY VRCHOLOVE
o+p =180° o+p =90° (sii zhodné)
L
UHLY PRICAHLE UHLY SUHLASNE UHLY STRIEDAVE
o+ = 180° a=p

Polohové a metrické vztahy medzi priamkami

Kritériom uréenia vzajomnej polohy dvoch priamok P
leziacich v rovine je poéet ich spoloénych bodov: P
* Ak priamky p, ¢ maju jediny spoloény bod P, tak sa nazyvaju q

ROZNOBEZKY, bod P je ich PRIESECNIK, Piseme png={P}.
* Ak priamky p, g nemajii Ziadny spoloény bod, tak sa nazyvaji

ROVNOBEZKY. Piseme pn g =@, p| g. o e peaeeay i 1
» Ak priamky p, ¢ maju vietky body spoloéné, tak sa nazyvaju N

TOTOZNE (rovné, splyvajice). Piseme p N ¢ = p = ¢. Ide o zvlas- ?
tny pripad rovnobeZnosti.
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ODCHYLKA dvoch PRIAMOK 2. g v rovine je v pripade roznobeznych priamok
velkost kazdého z ostrych alebo pravych uhlov, ktoré spolu priamky zvieraju.
PiSeme | < pg|= a. Ak st p a ¢ rovnobezné (resp. totozné), tak a = 0°,

Ak sa a =90°, tak priamky p, ¢ nazyvame KOLMICAMI (alebo kolmymi
priamkami). PiSeme p L ¢ a Gitame ,,priamka » je kolma na priamku ¢“, Ich
priesecnik sa nazyva PATA KOLMICE,

Dana je priamka p a bod A. Bodom A vedieme kolmicu & na priamku p.
Bod P, prieseénik priamok, je pita kolmice. VZDIALENOST BODU A
OD PRIAMKY p je dizka usecky AP. Piseme | 4p| = 4P|

Dané su priamky p | ¢; Body 4, B sii priesecniky priamok p. g s Tubovolnou
kolmicou £ na tieto priamky. VZDIALENOST ROVNOBEZNYCH PRIAMOK pa g je
vzdialenost bodov A a B. Znacime | pg| = |4B| Ak sa p = g, tak | pa|=0.

Stredovy a obvodovy uhol

Nech je dana kruznica k(S; r). Dva rozne body A, B, ktoré na kruznici lezia,
rozdelia kruznicu na dva obliky AB a AB*.
Tieto obluky nazyvame OPACNE OBLUKY .

Uhol, ktorého vrcholom je stred § kruznice k a ktorého ramena prechadzaju
bodmi 4, B oblika kruznice &, sa nazyva STREDOVY UHOL prishichajuci ku
kruZnicovému obliku, ktory v tomto uhle lezi. Obvykle ho oznacujeme .

u kazdému stredovému uhlu prisiicha nekoneéne mnoho tzv,
BYODOVYCH UHLOV y = < AVB, ktorych vrchol V lezi na opaénom
ruznicovom obluku ako oblik prisluchajuci stredovému uhlu o =< ASB.

V rovine sa da viest danym
bodom A k danej priamke p
prave jedna:

- rovnobezka g,

- kolmica k.

(pozri aj kap. 30)

Priamka, ktora prechddza
stredom S usecky 4B

a je na fu kolma,

sa nazyva 08 USECKY,

k

|4p| = |4P|

elkost stredového uhla sa rovna dvojnasobku vel'kosti obvodového uhla prisluchajiceho k tomu istému
uznicovému obliku. Teda |4 AVB| = 2- [« ASB| alebow =2y. Z uvedenej vety vyplyvaji tieto dosledky:

Vietky obvodové uhly prisluchajiice k danému obliku st zhodné,

Obvodovy uhol prislichajici k mensiemu z dvoch navzajom opaénych kruznicovych oblikoy je ostry.
Obvodovy uhol prislichajiici k vacsiemu z dvoch navzajom opaénych kruznicovych oblikov je tupy.

Obvodovy uhol prislichajici k polkruZnici je pravy.
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Obsah kapitoly:

25. T")illhﬂlﬂiky 0 Trojuholnik a jeho charakieristické prvky
Q Typy trojuholnikov
Trojuholnik a jeho charakteristické prvky = I'“'”h?i"‘l_“’_"” nerveh
strednd priecka trojuholnika
TROJUHOLNIK ABC je definovany ako prienik troch polrovin, Q Vysky o fainice trojuholnika
Cize A ABC =— ABCN — BCAN — CAB. O Kruznica opisand trojuholniku
Vrcholy A ABC oznacujeme o vpisand do frojuholnika
A, B, C, strany A ABC oznaéu- O Zhodnost frojuholnikov
jeme a, b, ¢, vnutorné uhly 0 Podobnost trojuholnikev
A ABC oznacujeme o, B, v, O Euklidove vety o Pytagorova vela
vonkajsie uhly A ABC O Mnozino bodov s danou viastnostou
oznacujemeo.’, B, v O Trojuholnik - konstrukéné olohy

0 Konstrukcie algebrickych vyrazov

O trojuholniku ABC a jeho uhloch plati:
2 Ulohy o provouhlom, rovnoramennom

» Sucet vel'kosti vnutornych uhlov sa rovna 180°,
¢ize oo+ P +y =180°.

 Vel'kost vonkajsieho uhla A ABC sa rovna saétu vel'kosti
vnutornych uhlov pri zvyinych dvoch vrcholoch, teda
o' =B+y. B =a+y. Y =a+p.

o rovnostrannom frojuholniku

Typy trojuholnikov Rovnako dlhé strany rovnoramenného

trojuholnika nazyvame RAMENA,

Typy trojuholnikov podra dizok stran: 3 2 - .
tretiu stranu nazyvame ZAKLADNA.

* Ak ma trojuholnik dve strany rovnako dlhé,
tak je to trojuholnik ROYNORAMENNY.
= Ak su vel'kosti vSetkych stran trojuholnika zhodné,
CiZe ak sa @ = b = ¢, tak je to trojuholnik ROVNOSTRANNY.
+ Ak o dizkach stran trojuholnika a, b, cplatia # b# ¢ # a,
tak je to trojuholnik ROZNOSTRANNY (vieobecny).

Typy trojuholnikov podla vel'kosti vnitornych uhlov:

« Ak ma trojuholnik vetky vnitorné uhly ostré, tak je to trojuholnik OSTROUHLY.
= Ak ma trojuholnik jeden vnutorny uhol tupy, tak je to trojuholnik TUPOUHLY.

» Ak ma trojuholnik jeden vnutorny uhol pravy, tak je to trojuholnik PRAVOUHLY.

Trojuholnikova nerovnost’, strednd priecka trojuholnike

TROJUHOLNIKOVA NEROVNOST: Usecky s dizkami a, b, ¢ st V kaidom trojuholniku plati: oproti
stranami trojuholnika prave vtedy, ked plati|b—c| <a < b+ c. dihie] strane ledi vacsi vnatorny uhol,
oproti vadsiemu vnatornému uhlu lezi

STREDNA PRIECKA trojuholnika je usecka spéjajuca stredy
dvoch stran trojuholnika. Kazda stredna priecka je rovnobeina
s tou stranou trojuholnika, ktorej stred nespaja.

Jej dizka sa rovna polovine dizky tejto strany.

Stredné priecky oznaCujeme zvycajne s, ,§,.5,.

Sthss
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Vysky o faznice trojuholnika

VISEA TROJUHOLNIRA ABC je usecka, ktorej jednym krajnym bodom je
vrchol trojuholnika (napr. 4) a druhym pata kolmice (napr. P, ) vedenej
z tohto vrcholu na stranu (alebo na priamku, na ktorej strana lezi) trojuhol-
nika leziacu oproti tomuto vrcholu. Vysky oznacujeme obvykle v, , v, , v._.

Priesecnik priamok, na ktorych lezZia vysky. je prave jeden bod,
nazyva sa ORTOCENTRUM a obvykle ho oznacujeme O.

V rovnoramennom
trojuholniku plati:

V rovnostrannom
trojuholniku plati

V pravouhlom
trojuholniku plati: kazda
vySky na ramena maju  odvesna je zaroven jeho

rovnaku vel'kost.

vyskou na druhu odvesnu.

V tupouhlom trojuholniku
plati: niektoré vysky lezia
mimo trojuholnika.

V tupouhlom trojuholniku
lezi ortocentrum @ mimo
trojuholnika.

TAZNICA TROJUHOLNIKA ABC je usecka spajajuca vrchol trojuholnika
so stredom jeho protilahlej strany. TaZnice oznacujeme obvykle O A

r'

Taznice sa pretinaju v jednom bode zvanom TAZISKO trojuholnika ABC,
tento bod oznacujeme T.

Vzdialenost faziska od vrcholov A ABC sa rovna dvom tretinam dizky
prislusne) taznice. Plati teda:

5, Tl=21, AlaT]=21,,
3 3

i 2
|sh‘r[=~j:, A |BT]| =gl

154‘?-1:1:: A l{Tl_—,Ef‘_.
3 3

115




Kruznica opisand trojuholniku a vpisand do trojuholnika

Lt /Nica k, opisana trojuholniku ABC je taka kruznica,
ktora prechadza kazdym vrcholom A ABC.
Jej polomer oznacujeme r.

Stred kruznice opisanej A ABC je priesecnik
osi stran tohto trojuholnika.

RELZNICA &, vpisana do trojuholnika ABC je taka
kruznica, ktora sa dotyka kazdej strany A ABC.
Jej polomer oznacujeme p.

Stred kruZnice vpisanej do A ABC je priesecnik
osi vnutornych uhlov tohto trojuholnika.

Zhodnost' trojuholnikov

Hovorime, Ze dva TROJUHOLNIKY SU ZHODNE prave
vtedy, ked ich mozno premiestnit tak, Ze sa kryju
(splyvaji). Potom piseme A ABC =A KLM.

O zhodnosti trojuholnikov sa presvedcujeme tak,

Ze zistujeme zhodnost niektorych stran a uhlov.

ViTA sss: Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju

vo vsetkych troch stranach, su zhodneé.

Vil usu: Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju

v jednej strane a uhloch prilahlych k tejto strane, su zhodné.
ViEra sus: Kazdé dva trojuholniky, ktore sa zhoduji

v dvoch stranach a uhle nimi zovretom, s zhodné.

VETA Ssu: Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduji v dvoch
stranach a uhle leziacom oproti vii¢Sej z nich, si zhodné.

Podobnost’ trojuholnikov

Trojuholnik 4°B°C’ je roDORNY trojuholniku ABC,
ak existuje take realne cislo &, Ze plati:
|A'B’| = k|AB| A [B'C’| = k[BC{ alca
c’=kend =kanb =kb

Cislo k sa nazyva POVER (koeficient) PODOBNOSTL,

= k|CA| alebo

O podobnosti trojuholnikov sa presvedcujeme tak, ze zistujeme
podobnost niektorych stran a zhodnost niektorych uhlov.
VETA uu: Kazdé dva trojuholniky,

ktoré sa zhoduju v dvoch uhloch, su podobné.

VETA sus: Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v pomere
dizok dvoch stranach a uhle nimi zovretom, su podobné.

Vi Ssu: Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v pomere

Ak je k > 1, podobnost sa nazyva ZVACSENIE,
Ak je k <1, podobnost sa nazyva ZMENSENIE.
Ak je k =1, trojuholniky st zhodné.

dizok dvoch stranach a uhle leziacom oproti viiésej z nich, st podobné.
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Euklidove vety a Pytagorova veta

Ak v pravouhlom trojuholniku ABC's pravym uhlom pri vrchole C
ozna¢ime P. piitu vysky v, ak strany a, b nazveme odvesny, stranu
¢ prepona, ak usek prepony blizsi k odvesne a oznacime ¢, usek
prepony blizsi k odvesne b oznatime ¢, , tak sa daju na zaklade
podobnosti dokazat nasledujuce vety.

FURLIDOVA VETA O VYSKE: V kazdom pravouhlom

trojuholniku ABC platic, -¢, =¥} .

FUKLIDOVA VETA O ODVESNE: V kazdom pravouhlom
trojuholniku ABC platic-c, =a’ a c-c, =b’.
PYTAGOROVA VETA: V kazdom pravouhlom
trojuholniku ABC platia® + b* =¢’.

Mnozina bodov s danou vlastnost ou

Pri rieseni planimetrickych uloh pouzivame
aj mnoziny bodov s danymi vlastnostami.

Tieto vety a goniometrické funkcie
pravouhlého trojuholnika (uvedene
v kapitole &. 19) nam umoZauju riesit

pravouhly trojuholnik.

Pre tplnost este uvedieme vztah
pre obvod o pravouhlého trojuholnika
o = a+ b+ ¢ a vziah pre obsah S pravo-

uhlého trojuholnika § =

v

£

2

Pre polomer r kruZnice opisanej
pravouhlému trojuholniku plati r = 52

40
—.

B

Pre polomer p kruznice vpisanej do pra-

vouhigho trojuhoinika plai p =

a+b-c

4!

KRUZNICA k(S; r) je mnozina vietkych bodov I
v rovine, ktoré maju od bodu S vzdialenost r. '
Symbolicky k(S; r) = {X €E,:|SX|=r}

0S 0 USECKY AB je mnozina vietkych bodov
v rovine, ktoré maju od bodov 4, B rovnaku
vzdialenost.

Symbolicky o = {X €E,:|4X|= |BX|}.

Mnozina vietkych bodov v rovine,

ktoré maju od priamky g

vzdialenost v >0, je

DVOJICA PRIAMOK p, p”

rovnobeznych s priamkou g.

Symbolicky pu p* ={X €E,:|Xq|=v}.

5 ;
v i vis i
!P e :
H PP
v VN q
I' # t
XI Xz P
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MnoZina vietkych vrcholov pravych uhlov v rovine,
ktorych ramena prechadzaju bodmi 4, B (4 # B),
¢ize mnozina vietkych bodov v rovine, z ktorych

| vidime usecku 4B pod pravym uhlom, je kruznica
s priemerom AB, okrem bodov A4, B,

| tzv. TALESOVA KRUZNICA.
Symbolicky T, = {X €E,;|<LAYB|=90°}.

Mnozina vsetkych vrcholov uhlov s vel'kostou o
v rovine, ktorych ramena prechadzaji bodmi
A, B (A +# B), ¢ize mnozina vietkych bodov v rovine.
z ktorych vidime usecku A8 pod uhlom c. su dva
kruznicové obluky &, , &, s krajnymi bodmi A, B,

‘ okrem tychto bodov.
Symbolicky

| ky Wk, —{4, B} ={X eE,;|<AXB| =u}.

Mnozina vietkych bodov konvexného uhla,

ktoré maju rovnaku vzdialenost od jeho ramien,

je 0S tohto UHLA,

Symbolicky o = {X €E,:|X,— Vd|=|X, > VB}.

§ daliimi mnoiinomi bodov so
oznamime v kapitole i. 27.

Trojuholnik - konstrukéné dlohy

Kazda konstrukéna uloha ma tieto asti:
I. ROZBOR - V rozbore nacrtneme utvar (trojuholnik) tak, akoby uz bol zostrojeny.

Snazime sa nenacrtnuf nejaky Specidlny pripad, v ktorom platia Specialne vztahy. Pri konstrukcii
Napriklad trojuholnik naértneme vzdy vieobecny. Potom oznaéime (obvykle inou trojnholnihf .mbzeme
farbou) dané prvky. Nato hladame vzfahy medzi danymi prvkami a ostatnymi okrem mnozin bodov :
prvkami, ktoré nam umoznia uréeny atvar zostrojit. dfmy‘;h' vlastnosti vyuzit
I1. KONSTRUKCIA A JEJ OPIS - ZapiSeme postup konstrukcie pomocou zauzivanej ) YoO¥ $55. Sus, usu, Ssu
symboliky a iitvar zostrojime (pri zloZitejsich konstrukcidch Gi atvaroch je vihodne ~ © Z1odnosti trojuhol-
rysoval a zaroven zapisovat postup). nikov mb'Zeme puu:hf
I11. DOKAZ - Overime (dokazeme) spravnost rieSenia a vyjadrime sa k poétu rieseni. VYPosEt é_l geometrické
IV. DISKUSIA - Ak je iloha zadana vieobecne, vzdy vykoname tzv. diskusiu. f:l‘:l':z;‘:;‘ (pozit Kapiy

Uvazujeme o roznych hodnotach zadanych prvkov (parametrov), respektive o vply-
ve ich polohy na pocet rieSeni tlohy.
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Pl

Pr.2

Zostroj A ABC, ak je dané: 1, =6cm, a=5cm,y=60°

1. Rozbor c Tanicat, je spojnica stredu strany a (bod S , )
a vreholu A Vrchol A bude lezaf na ramene uhla
| < BCX| = 60°, zaroven bude lezal na

kruznici k(S,:t, =6cm).

11. Konstrukcia a jej opis

I. BC =a;|BC|=a=5cm

2.5,:8, €aBs,|=|5.C|
3.!—)CX:]<‘{ BCX|=Y=6[}°

4.k k(S,:r=1, =6cm)

A Ak O

6.A ABC

I11. Pocet rieSeni

Uloha ma jedno riesenie, pretoze uhol ¥

= R a
lezi oproti dlhSej strane; 1, > —.

Zostroj A ABC, ak je dané: v, =55cm, ¢ =6cm. v, =4.5¢cm.

I. Rozbor € PretoZe obe vysky si kolmé na prisluné strany, budu

P body P,, P, lezaf na Talesovej kruznici T, ktorej priemerom je ¢.
s P Dalej bude bod P, leZaf na kruZnici k, (A r =v, ), bod P,

“ bude leZaf na kruznici k , (B;r =v, ), sU to mnoZiny bodov,
A ktoré maju od bodov A B zname vzdialenosti
[ v

B

3

e

A
11. Konstrukceia a jej opis
1.AB;|AB|=c =6cm
2.8,:8, ec,|4S,.|=|S.B|
3.1 I[S,;r=§=3cm)
4.k ik (Air=v, =55cm)
S5.kyik;(Bir=v, =4,5¢cm)
6.P,.P ek N1
TPk skynt
8.0 AP, .+ BP,
9.C;Cer AP, N 1— BP,
10.A ABC '
I11. Poéet rieseni A S, B
Uloha ma jedno rieenie v danej polrovine uréenej priamkou AB.
(Preto sme z Talesovej kruznice zakreslili len polkruZnicu v tejto polrovine.)
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Pr.3
Zostroj A ABC, ak je dané: ¢, 0, a—b.
1. Rozbor ,,“‘ Y Ak prenesieme stranu a na polpriamku CX, dostaneme UseCku AA";
C |AA"| = a—b. A A’BAmbzeme zostrojt podia vety sus. A A’BC je vzhfadom
na predchadzajicu kontrukciu rovnoramenny, preto bod C musi lezat

na osi usecky A’B a priamke XY.
™ i 1. Diskusia

Uloha nema rieSenie, ak sa neda
zostrojit A A’ BA. Ten sa neda
zostrojit len vtedy. ak je

XY
C}j_{ 180°—ct 2180° t. j.o <0°,
. a— b < c. Uloha nema riesenie
I1. Konstrukcia a jej opis / ' \ aj “Edl)'. ak jeA A').SA pravouh]j'
L Ad% A" = G b / : \\ s pranfm ul'!iom.pn vrchole 4"
21> AZ; |4 A'AZ| =180°-a /' ; \ Vt?dsf je totiz pflamka X’I}};rovu?-
3B cbydz 1db)=o A/ . sb:;]:l: :z::;f,f ?:kyﬁ:seé;?: ?
LSVAN A o Xy !.".‘ ________ o B Y Akwvylugime t:eto p:pady ma .
5.0;|A4’0| =|0Blo L A'B £A io z ) T
6.C.C € 0 & XY X ul?ha v kazde‘.] polro\fn}e l.frcenej
5. A ABC priamkou AB jedno riesenie.
Pr.d
Zostroj A ABC, ak jedané: a+b+c,v_, 7.
I. Rozbor Rozvinieme strany trojuholnika ABC, dostaneme Usecku A'B”,
ktora mé dizku|A’B’| = a+b+c. Trojuhoiniky A’AC a BB 'C
s rovnoramenné. Uhly pri zdkladniach A’C a B'C tychto
o« trojuholnfkov maji uanmsf% a % Uhol A’CB * mé velkost
Arf" 2o |<£J’CB'{=%+%+7=%+%+%+y2-=90“+§.
“a+b+e Vrchol C bude teda lezaf na kruznicovom obliku, z ktorého
II. Konstrukcia a jej opis sy e .Y
. A'B'.IA'B'| e vidno usetku A’B’,|A’B’| = a+b+c, pod uhlom 90 +E
2k k—[A'.B') = {X € 7y |4 AXE| = 90.:_'_1} i na rovnobezke p, p | A’B’vo vzdialenostiv . . Trojuholnik
2 A’BC sa teda d4 zostrofif. Body A B budi leZaf na osiach
Spp| 4B, |p. AB|=v, isediek A’C, B’C a sifasne aj na Usecke A’B".
4.€:Criamk=1C;.G; } '
S.AA’B'C,,A A'B'C, . :
6.0,,0y5:|4°05|=0,C, | 0, LA'C,,
|B'oy|=lo;C,|,0; LBC,
T.0,,05:|A04|=]0,C, 0, LA'C,,
|B""s [=]osCy | os LBC,
8.A4,,B;4, eAB no,, B eAB no, /
9.4,,B,; 4, e 'B'no,, B, e A'B N &
10.A A, B,C,,A4,B,C,
I11. Diskusia
Uloha nema riesenie, ak sa neda zostrojit A A"CB’, t. j. ak neexistuje
prieseénik kruznicového oblika k a priamky p. Ak vyluéime tieto pripady,
ma uloha v kazdej polrovine uréenej priamkou A4 "B’ jedno (priamka p je dotyénicou
kruZnicového obluka k), resp. dve rieSenia (priamka p je seénicou kruZnicového obluka k).
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Pr.5
Zostroj A ABC. ak jedané: 1, .1, .1,.

1. Rozbor

11. Konstrukcia a jej opis
LIT:TT = gr,
3
3 )

J.k,;k,[r':mi;:,)

E.kizk,[T:r=

ted | b

4.8,:8, €TT.}18, | =|5,T|
5.4:|AS8,|=1,,4€e> S, T

6.B;S, eCB.|cS,|=|s, B
7.A ABC

I1. Diskusia

Trojuholnik ABC doplnime na rovnabeZnik ABC C.

Body T a T~ s taziské trojuholnikov ABC a CBC". Z vlastnosti faZiska
a tatnic trojuholnika vypijva, ze[TT| = gr, [eT|= gr, o7 = g:,, ;
Trojuholnik TT ‘C vieme teda narysoval podla vety sss.

Daléi rozbor vyplyva z postupu konétrukcie.

Uloha ma jedno riesenie, ak sa da zostrojit A TT'C.
Ten sa da zostrojit len vtedy, ak plati trojuholnikova nerovnost, &iZe ak |1, -1, | R Sl

Konstrukcie algebrickych vyrazov

Pri konstrukcii algebrickvch vyrazov vyuzZivame vsetky znalosti o trojuholnikoch uvedené v tejto
kapitole, ¢ize podobnost a zhodnost trojuholnikov, Euklidove vety, Pytagorovu vetu a pod.

Pr.b

Zostroj usecku s dizkou x = ﬂ. pricom usecky s dizkami a, b, ¢ st dané.
(o

Pri rieseni tejto dlohy vyuzijeme podobnost trojuholnikov.
Cela kontrukcia ma nazov Stvrta geometricky Gmernd*
usediek s dizkami a, b, c.

Vzfah x =% prepiseme napr. natva:% = g
Narysujeme lubovolny uhol o a na jeho ramend

umiestnime Useéky s dlzkami a, b, ¢ tak, aby jeden z ich krajnych
bodov lezal vo vrchole V uhla or.
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Pr.7

Zostroj Gsecku s dizkou x = ab.

1
Dalej postupujeme rovnako ako v predchadzajiicom priklade.

Vzrahx=absipmpi§emanapr‘naw%=3,

\ 1 A /x _
x Usecka VX ma dizku [VX| = x.
Pr. 8
Zostroj usecku s dizkou x = V7.
Ak si vyraz x = /7 zapiSeme v tvare x =71, Iny spdsob riesenia:
tak je to napr. vyjadrenie Euklidovej vety o vyske, Ak si vyraz x = /7 zapiseme v tvare x = 74,
prigom ¢, =7,6, =Lv=x. takieiuvyjadrarﬁeEuklidoueiWoodvesne.pn‘bmc:?.
(PnHadiemoﬁxéﬁeSi(ajpomuPylagome]vetyﬁ:J4‘ =5
1. AB;|AB| =8 1. AB;|AB|=17
2.P.P e AB,|AP|=1,|BP|=1 2.P,P e AB,|AP|=1
3.5; S € 4B,|AS|=|SB| 3.5:S € AB.|AS|=|SB|
4.7, 1(S;|4S) x 4.75,1(S;|4S)
S5.k;Pek,k LAB 5.k;Pek, k LAB
6.C:Ceknt 6.C;Cekn1t
7. PC;|PC| =x 7. AC;|AC| =x

‘ .

k k
C
C
P B A P

nkaiﬂ:an:ﬁﬁ 2apiseme v tvare

x =+9+1=+/3% +17, Eo je vyjadrenie Pytagorove] vety pre
A ABC s odvesnamia =3, b=1,

preponou bude hfadané useéka x.

Pr.9
Zostroj isedku s dizkou x = J1o.

¢ A

Jednotlivé uvedené postupy mozeme aj kombinovat. Pouzijeme bud niektoru z Euklidovych viet,
alebo Pytagorovu vetu a zaroven pouZijeme aj ,§tvrti geometricky umernu®.
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o a’+b* —cd
Zostroj usekux = —,
m
a n
Ak vyraz upravime pomocou substiticie m® =a* +b%,
_ 2 . .
n?®=cd,m*-n?=p? dosianamevirazx:-p—. e T —
P e b ¢ d

ktory upravime na tvar L2
p e

Dalsi postup rozlozime na niekofko krokov.
- e
b m
! P
c
pr—
d -
P

(-4 n

Ulohy na riesenie pravouhlého, rovnoramenného a rovnostranného trojuholnika

Pri rieSeni numerickych taloh o trojuholnikoch hladame pomocou znamych prvkov
trojuholnika (strany, uhly, vy$ky...) prvky nezname (pozri s. 96).

Pl

Pr.12

Pr. 13

Vypoéitaj chybajuce zakladné prvky v pravouhlom A ABC, ak je dané: ¢ =18,2 cm, ot = 32°30",y =90°.

sino =2 = a=c-sina =18,2-sin 32°30° =9,78 cm c
c
b <\
b ~ a
- = — % o) = 5
cos o = -~ = h=c-cosa =18.2-cos 32°30° = 15.35 cm
B =90°-a =90°-32°30" = 57°30 A ¢ B

Vypocitaj chybajuce zakladné prvky v pravouhlom A ABC s pravym uhlom pri vrchole C,
ak je dané: ¢ =27.5cm, a =226 cm.

b=+c? —a? =42757 2267 =157 cm
g a 226
smo =—=

c 2715
f =90°—q =90°-55°16" = 34°44"

=a =556

Ries pravouhly A ABC s pravym uhlom pri vrchole C, ak je dané: a+ b=9,6 m, o0 =37°30".

. a b b a b A’
sint=—=c¢c=——co8=—=¢= T — =

c sin o ¢ cosQ sino  coso
a+b=96=b=96—a

a 96—a 9,65in37°30"
= =a= =4,17Tm

sin37°30"  cos37°30° 5in37°30" + cos37°30"
h=96-a=96-417=543m
g2 417 =6.85m

sina = sin 37°30"
B =90°—0 =90°-37°20" = 52°30°




Pr. 14

Pr. 15

Pr. 16

Vypo¢itaj strany pravouhlého A ABC s pravym uhlom pri vrchole C,
ak je dana strana ¢ =5 cm a polomer kruznice p =l cm vpisanej do trojuholnika.

_atb-c
= 2 Zapi&eme vzfah pre polomer kruznice vpisane]
at+b-5 do pravouhlého trojuhoinika 2 dosadime do neho.
- =a+b=1
a* +b* =¢? =25 PrepravouhljtmjuholnikplaﬁPﬁagmmvema‘+b' =c?.
a+b=7 =a=7-b O@ _
2 ) Dostali sme stistavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi,
.3 =5 Ktori riesime dosadzovacou metodou.
(7=b)" +b" =25
49-14b+b* +b* =25
26% ~14h+24 =0
b? =Tb+12=0
(b—4)-(b=3)=0=>b, =4,b, =3 Dosadime za b naspaf do rovnice ©.
a, =3,a, =4
Trojuholnik ma bud' strany a, =3cm, b, =4 cm, ¢ =5cm, alebo a, =4cm, b, =3cm,c=5cm.

Vypogéitaj strany pravouhlého A ABC s pravym uhlom pri vrchole C.
ak st dané (aznice r, =12cmatr, =15¢m.

Zapigeme Pytagorovu vetu pre pravouhly AAS,C.
Zapiéarnepmgomwvammpravouhli ABS,C.
Dosadime za b* do rovnice @.

2

rf=b3+(§-) =412 =4b> +a’ @

2 1 b " 2 i ] 2 bl 1
1, =a + 3 =41 =4a’ +b =b" =41 -4a" @

41} =161} —16a’ +a’

. 161t -4 16157 —4-12° | Dosadime naspat za a
a = = =a=142cm -
15 15 do rovnice @.
b? =41} —4a® =415 42016 = h =97 cm _
Pomocou Pytagorovej
¢ =-Ja3 + b’ =\[I4.2E +9,77 =17.2cm vety ur€ime c.

V rovnostrannom trojuholniku vypoéitaj vysku, polomer kruznice opisanej trojuholniku
i vpisanej do trojuholnika, ak je dana strana a trojuholnika.

v =a —%:—a‘ =>\'=§J§ Vaztah, ktory vypljvaz A S,BC
f:p:’f:.a_ﬁ
2
r=ti
3 Dosadime za t a vyjadrime
.-:g»fﬁ:f\fﬁ polomer opisanej kruZnice.
32 3
Vyjadri kruZnice
p=|S,SaI"—‘LI=€\.’3 wlmmr
3 6 vpisanej do trojuholnika.
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Obsah kapitoly:

26- M“o“ou*lo‘niky O Pojem mnohouholnik o Sivoruholnik
O Typy Stvoruholnikoy

Q Stvoruholnik - konstrukéné Glohy

Pojem mnohouholnik a stvoruholnik S _
3 Pravidelny mnohouholnik

LOMENOUCIAROU A, A, ... 4, | A, sostranami A, 4,, 4, 4;, A 4,....,
A, A, avrcholmi A, A,.., A, _,. A, nazyvame taki mnozinu useciek
AA A A A A, A, A, v Ktorej kazdym vnltornym bodom kazdej jej strany prechadza iba tato strana
a kazdym vrcholom najviac dve jej strany. Lomena Ciara sa nazyva UZAVRETA, ak kazdym jej vrcholom precha-
dzaju jej dve strany. MNOHOUHOLNIK (n-uholnik) je ohraniéeny utvar, ktorého hranicou je uzavreta lomena
ciara s n vrcholmi, pricom Ziadne dve susedné strany neleZia na jednej priamke a n je prirodzené éislo > 2.

STVORUHOLNIK je mnohouholnik, kde # = 4. Konvexny $tvoruholnik mozeme definovat aj ako prienik §tyroch
polrovin, ¢iZe Stvoruholnik ABCD=— ABC— BCDN — CDAn — DAB. VRCHOLY STVORUHOLNIKA
oznacujeme A, B, C, D, STRANY STVORUHOLNIKA a, b, ¢, d, VNUTORNE UHLY STVORUHOLNIKA ¢, B, v, &

a UHLOPRIECKY STVORUHOLNIKA oznaéujeme e = AC, f = BD.

Typy stvoruholnikov

Rozdelenie stvoruholnikov, ich ch

arakteristicke vlastnosti, vztahy pre obvody a obsahy jednotlivych stvoruholnikov:

STVOREC | A.B.C.D vrcholy §tvorca |

D — ) | a strana Stvorca (susedné strany si navzajom kolmé)
" E lu=a2 uhlopriecka Stvorca
P r=2.02 polomer kruZnice opisanej &,
3 T 2
i p= g- polomer kruZnice vpisanej k
: A | 0=4a ~ obvod Stvorca
¢ | §=a" = “_‘— obsah Stvorca
OBDLZNIK B | A,B.C.D vrcholy obdiznika
| a b strany obdiznika, a L b
| u=+a> +b> uhlopriecka obdiznika
o) uhol uhlopriecok
r= % polomer kruznice opisanej &,
|
| @=2(a+h)  obvod obdiznika
| S=ab obsah obdiznika
KOSOSTVOREC | 4,8,C, D vrcholy kosostvorea, o + 5 =180°
B I 4 c | a strana kosostvorca : ’
/ o ' 2 . e\ P s
T | e.f uhlopriecky kosostvorcae L f;| — | +| = | =a
AEB\||re Xk / e - 2
G/ YRS ; ,; l p= 3 polomer kruznice vpisanej k,
a BN/ | v vyska kosostvorca, v =T, T; =T,T,
= = 4a obvod kosoStvorca
| ;!'
1 a T, B S=av="= obsah kosostvorca .
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A.B.C.D

Ak b = d, nazyvame lichobeZnik
ROVNORAMENNY, Ak o0 =90° (a tak aj § =90°),
nazyvame lichobeznik PRAVOUHLY.

KOSODLZNIK vrcholy kosodiznika, o + B =180°
5 3 a, b strany kosoditnika'
e f uhlopriecky kosodlznika
AN o uhol uhlopriecok kosodiznika
b A V¥, vysky kosodiznika
S /b o=2a+b) obvod kosodiznika
4 N B Yo S=av, =bv, obsah kosodiznika
A P a B Pre vietky rovnobezniky plati
|SAit=E'SC. SB|=|SD]|.
LICHOBEZNIK D p c A.B,C.D vrcholy lichobeznika
a, b,cd strany lichobeznika
b a,c zikladne lichobeznika a | ¢
5: b, d ramend lichobeZnika
B e f uhlopriecky lichobeznika
s=B1E stredna priecka lichobeznika
B y o2 vyska lichobeznika
3 o=a+b+c+d obvod lichobeznika

a+c . .
- il s obsah lichobeznika

DELTOID

A B C D vrcholy deltoidu

a b strany deltoidu

e.f uhlopriecky deltoidu, e L f
p polomer kruznice vpisanej &,
o=2a+b) obvod deltoidu

S= 2(_ obsah deltoidu

2
Je sumerny podla priamky BD.

Tetivovy Stvoruholnik je taky Stvoruholnik, ktorému

sa da opisat kruznica. Jeho stranami su tetivy
opisanej kruZnice.
Platiot + y=p +8.

Dotyénicovy Stvoruholnik je taky Stvoruholnik,

do ktorého sa da vpisat kruznica. Jeho strany lezia

na dotyéniciach don vpisanej kruznice.
Platia+ ¢ =b+d.
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Stvoruholnik - konstrukéné dlohy

Pri konstrukeii stvoruholnikov vyuZivame vietky znalosti z kapitol €. 24 a 25,
teda podobné a zhodné zobrazenia, mnoziny bodov s danou vlastnosfou a pod.
Pr.1
Zostroj stvorec, ak je dany sucet dizky strany a uhlopriecky a + u.
Prenesieme dizku strany a za bod C na polpriamku s AC, Usedka AC *
ma dizku |AC ‘| =u+a. A ABC ’ sa da zostrojit podfa usu. A BCC *
je totiz rovnoramenny, v klorom | <[ CC *B|=22°30", |< BAC | =45°.

C *
D

I1. Konstrukcia a jej opis ¢

1. AC"; |AC!|=u+a s

2.5 C'Y; | L AC’Y|=22°30

3. AX;|L C4X|=45°

4. BBem C'YNni AX /

5.4B;|AB|=a e fiata

6. Stvorec ABCD 4 : ,"‘B X

[11. Diskusia

Uloha ma vzdy jediné riesenie. Iy
Pr.2 ; ; . 3 i : 5

Zostroj kosostvorec, ak je dand jedna jeho uhlopriecka a polomer kruZnice vpisanej do kosostvorca.

I. Rozbor D C Uhlopriegky v kosodtvorci st navzajom kolmé a rozpolujii sa.

leh priesecnikom je bod S, ktory je stredom vpisanej kruZnice.
P Plati: v =2p, priéom p je polomer kruZnice vpisanej
e
S = do kosoStvorca a v je vyska kosostvorca.
pl
2
A P B
k

I1. Konstrukcia a jej opis
L.p.gp| glpal=v=2p

2 A;Aep
kk(Air=e)
4.C.Cegnk

5.5:5 € AC, |AS|=|5C]|
6.m;Semml AC
1.D.B;DegmnmBepnm
8. kososStvorec ABCD

II1. Diskusia

Uloha bude mat v jednej polrovine dve riesenia, Druhé riedenie nie je na nakrese zobrazené,
ak e > 2p. Ak e = 2r, tak uloha ma jediné rieSenie
daen) ke €27 sak dlahe pamé sanis
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Pr.3
Zostroj lichobeznik, ak su dané jeho Styri strany.

1. Rozbor : C Ak bodom D vedieme rovnobezku p | b, pretne p stranu AB v bode C*

\b
ostatnych stran pozname.

A B
11. Konstrukcia a jej opis I11. Diskusia
1. AC";|AC |=a~c Uloha ma v jednej polrovine
2.k k(Air=d) jediné riesenie, ak v A AC'D
3.LKC r=b) plati trojuholnikova nerovnost.
4.D;Deknl Ulohu mdzeme riesit, aj ked

5.¢:q| AC".Deg
6.C;Ceq.|DC|=c

7.B;Be— AC',|AB|=a ,{-(3;;:[)).(‘&!(‘\&4“,4(".
. lichobeznik ABCD CeqDeq|CD|=c

zvolime na AB bod C” tak,

Pravidelny mnohouholnik
Nech je dana kruznica k(S; r)an roznych polpriamok SX |, SX, .
SX 3.y SX, (neN, n>2), pricom pre polpriamky plati:
!<IX1$X1|=14X:SX,[=I4 X;SX“!:..‘

3 o
=|<IX"SX,[=—60—=(.0. Oznaéme A, A,, A,.... A, priesec
n

niky danych polpriamok s kruznicou k. PRAVIDELNY MNOHO-
UHOINIK A, A,...4, je potom zjednotenim vietkych trojuhol-
nikov SA, A,,SA,A;..., S4, 4, . Tieto trojuholniky s vsetky
rovnoramenneé a ne'majﬁ ziadny vnatorny bod spoloény.

Body A,.A,.A5.. A, .A, nazyvame VRCHOLY PRAVIDEL-
NEHO MNOHOUHOLNIKA. Kazdy vrchol A, ma dva SUSEDNE
VRCHOLY A,_,, 4, . pricom o prirodzenom cisleiplati 1 <i<mn
Vrcholy 4, , A, si susedné vrcholy 4, a vrcholy A, .4, st
susedné vrcholy 4, .

Kazdé dva susedné vrcholy uréuji STRANU MNOHOUHOLNIKA.
Strany, ktoré majii spoloény vrchol, nazyvame St ISEDNE STRANY,
Usecka, ktorej krajnymi bodmi si dva nesusedné vrcholy
mnohouholnika, sa nazyva UHLOPRIECKA.

Kazdé dve susedné strany urcuji VNUTORNY UHOL pravidelného
mnohouholnika (napr. < 4,4, 4,). Uhly ® medzi useCkami
spajajucimi dva susedné vrcholy so stredom S mnohouholnika sa
nazyvaji STREDOVE UHLY pravidelného mnohouholnika.

Kruznica k(S; r) prechadzajuca vietkymi vrcholmi sa nazyva KRUZNICA OPISAN

aby |AC’| = ¢, potom [(C": r = d).

aAC'madizku|AC|=a-c.A AC D vieme zostrojif podfa vety sss.
Dalej vieme, Ze zakladne leZia na rovnobeznych priamkach a dizky

Ak chceme vyjadrif, Ze pravidelny

mnohouholnik ma prave n vrcholov,
hovorime 0 PRAVIDELNOM n-UHOLNIK

O pravidelnom r-uholniku plati:

« vietky strany n-uholnika

st zhodné usecky,

« vietky vnutorné uhly n-uholnika
sii zhodné a vel'kost kazdého

znichjea =

« kazdy n-uholnik ma
uhlopriecok.

180°(n—2)

n(n—3)

A pravidelnému mnohouh

Kruznica /( S; p). kde p je vy3ka trojuholnika A 4, 54, prislusna k strane A, A, , sa nazyva KRUZNICA VPISANA

do pravidelného mnohouholnika. Bod § je stredom oboch tychto kruznic a je aj STREDOM pravidelného

mnohouholnika.
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Obsah kapitly:

27. Kruinica a kruh 2 Zikladné pojmy
0 Kruhovy vysek, kruhovy odsek o medzikruzie
Ziklodné poimy Q \’zﬁ?umné poloha kruznice u‘ plriumky
o Vzajomna poloha dvoch kruznic
KRUZNICOU & so stredom S a polomerom 7 nazyvame mnozinu O Mocnosf bodu vzhladom na kruznicu
vietkych bodov X v rovine, ktoré maji od pevného bodu § Q Konstrukeia dotyénice ku kruznici z bodu

konstantni vzdialenost |SX|=r, kde r €R, r > 0. Zapisujeme
k(S; r). Vzdialenost r nazyvame POLOMER kruZnice, bod §
nazyvame STRED kruZnice.

0 Konstrukéné dlohy

KRUHOM K so stredom § a polomerom r nazyvame mnoZinu
vsetkych bodov X v rovine, ktoré maju od pevného bodu §

vzdialenost |SX| < r, pricom r € R, r > 0. Zapisujeme K (S; 7). e
kruznicovy obluk

TETIVA kruZnice je Usecka spajajiica dva rozne body kruznice.
Najdlhsia tetiva s dizkou ¢ = 2r sa nazyva PRIEVIER.

Dizka kruznice alebo obvod kruhu:

o=2nr

Obsah kruhu:

priemer
S=nre
stredovy uhol

kruznica

Kruhovy vysek, kruhovy odsek a medzikruzie

KRUHOVY VYSEK je prienik kruhu a uhla, ktorého vrcholom
je stred kruhu.

Dizka kruZnicového obluka:
A i)
je __r:r. - B | kruhovy vysek
360° A
Obsah kruhového vyseku:

. wrla® I
S_

=

"360° 7 2

kruhovy odsek
KRUHOVY ODSEK je prienik kruhu a polroviny, ktorej hraniéna priamka B
ma od stredu kruhu vzdialenost mensiu ako polomer kruhu.

A

Obsah kruhového odseku:

Pl = I r* sina K

360° 2 =
medzikruzie

MEDZIKRUZIE je mnozina vietkych bodov X v rovine,
pre ktoré plati r, <|SX|<r,. @
Obsah medzikruzia:

S=n(r, -r')
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Vzdjomnd poloha kruinice a priamky

Vzaiomnt polohu kruZnice a priamky skimame prostrednictvom poctu ich

spoloénych bodov, moze to byt jeden, dva alebo Ziadny bod.
= Priamka s, ktord ma s kruZnicou k(S; r) dva rozne spoloéné body 4, B,
sa nazyva SECNICA kruZnice k.
+ Priamka 1, ktora ma s kruznicou k( S; r) jediny spoloény bod T, sa nazyva
DOTYONICA kruZnice k. Bod T nazyvame DOTYKOVY BOD.

+ Priamka n, ktora nema s kruznicou k( S; r) ziadny spolo¢ny bod, sa nazyva

NESECNICA kruZnice k.

Vzdjomnd poloha dvoch kruinic

A

Vzdialenost stredov S, 5, dvoch

kruZnic nazyvame STREDNA.
Vzajomnu polohu dvoch kruznic skimame tieZ prostrednictvom poctu i =
ich spoloénych bodov, moze to byf jeden, dva, nekonecne vela alebo BOd_ ;e dotykovf'm ndng:l qboch
Fiadny bod. kruznic. Priamka  je spoloénou
dotyénicou oboch kruznic.
Ak kruznice k, (S8, : 5 )a k, (S, r; ) majt spoloénych:
z bOd‘_)V' kruznica k , ok k, kruznica k, Y i
ovo_nme. lezi mimo ' lezi vo vnutri :/ k, "-\
36 NEMAJU kruZnice £, kruznice k, [ — |
ziadny S ) S, S S },f
SPOLOCNY 5,8, |>h +n, \‘__/,/ |S|Szi‘(’| - kl\-xh___'_/
BOD.
b == ! i
1 bod, VONKAJSIDOTYK, | VNUTORNY DOTYK,
hovorime, Ze G N ‘ e ey
sa DOTYKAJU. / ky

2body A, B,
hovorime, Ze
sa v bodoch A4,
B PRETINAJU.

nekoneéne
vel'a bodov,
hovorime, Ze
SPLYVAJU.

|S|52|<"| +n

[ 8 =8, An=n
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Mocnost’ bodu vzhladom na kruznicu

Uwazuime o kruznici k so stredom § a o bode M, ktory lezi mimo

t=ito kruznice. Z tohto bodu vedieme dotyénicu s dotykovym

bodom T a seénice pretinajuce kruznicu v bodoch 4, Ba C, D. |MA|-|MB]| =|MC[|W[&|M¥.
Medzi vzdialenostami jednotlivich bodov plati tento vzfah: ked bod M lezi vo vniitri kruznice k.

MOCNOST BODU M VZHEADOM NA KRUZNICU k:
Pre Tubovolna kruznicu k(. S; r) a bod M, ktory lezi mimo tejto kruznice, plati:
MT|" =|MA|-|MB|=|MC|-|MD|=v* —r?, pricom |MS|=va|ST|=r.

Konstrukcia dotyénice ku kruinici z bodu "

Opis konStrukcie doty€nic 7, , 7, ku kruznici £(S: r)
zbodu A, |AS|> r, pomocou Talesovej kruznice:
1.0;0 e $4,|S0| = 04|

2. 7. 1(0:|S0)

T ke ={5, T }

41,6, =oNiAt, =T,4

Ak bod A lezi vo vnutri kruZnice k. |AS| < r, tak neexistujui dotycnice
ku kruZnici prechadzajuce tymto bodom. Ak bod A lezi na kruZnici,
|AS| = r, tak tymto bodom prechadza jedina dotycnica kruznice.

Ti je kolmicou na usecku AS v bode A.

Konstrukéné dlohy

Pri konstrukcii kruznic spifajicich dané vlastnosti vyuZivame nielen
poznatky typické pre kruZnice, ale i vietky poznatky z kapitol ¢. 24,
25 a 26 (rovnako ako pri konstrukcii ostatnych rovinnych utvarov).

Pr.l
Zostroj kruznicu s danym polomerom r, ktora sa dotyka danej priamky p

a prechadza danym bodom M, ktory neleZi na priamke p.

1. Rozbor Hfadame k (S; r). Bod S musi byf od priamky p vzdialeny r
k;/?i—\ a od bodu M tiez r. To splfiajdi tieto mnoZiny bodov:
! ( 5 ) 7 4 1. dve rovnobezky g, , g, . ktoré su rovnobeZné
\ K/} 5 / s priamkou p a vzdialené od nejr;
P 2. kruznica [ (M; r).

g e -

4, Obrazok s kontrukciou neuvadzame, pretoze konstrukcia
nie je vibec zioZita a jej obrazok by sa velmi podobal
obrézku z rozboru.

I1. Opis konstrukcie

Lg.q| p.|pg=r 1. Diskusia

2.L1(M: ) Ak je v < 2r, tak ma uloha 2 riesenia.
385:Selng Ak sa v = 2r, tak ma tloha | rieSenie.
4. ki k(S;r) Ak je v > 2r, tak tiloha nema rieSenie.
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Pr.2

Rozne body 4, B lezia v jednej polrovine urcenej priamkou ¢ a zaroven priamka AB nie je kolma
na priamku 1. Zostroj kruznicu k, ktora prechadza danymi bodmi 4, B a dotyka sa priamky r,
na ktorej nelezi ani jeden z bodov A, B.

I. Rozbor Uvazujme o pripade, ked <> AB je roznobeZna s priamkou f.
Prieseénik M priamky AB's dotynicou t ma vzhfadom na
htadanu kruznicu k mocnost m = MA}- |MB| = MT|? , takze
IMT] = [Ma}- M.

Velkosf MT zostrojime podfa Euklidovej vety o odvesne (pozri
farebny trojuholnik MAC). Na priamku t nanesieme vzdialenost
IMT]| =M = MC}

Mnozinou stredov vSetkych kruznic, ktoré prechadzaju bodmi
A, B, je os isecky AB. MnoZinou stredov véetkjich kruznic,
ktoré sa dotykaji priamky t v bode T (resp. T*), jekolmica |
(resp. | ). Prienikom tychto mnozin je bod S (resp. S°).

II. Kon3trukcia a jej opis

1. P, P e AB,|AP|=|PB| Obrazok konétrukcie neuvadzame,
2.0,0LAB,Peo pretoze je rovnaky ako obrazok z rozboru.
3IM,M etn < AB

4.0:0 € AM, |AQ| =|oM |

5.1 (Q:|4Q)
6.q:9 LAM,Beg
1.C:Cetng

8. m; m(M;|MC))
9.TTernm
10.TellLl:

1L ks k(S r)

II1. Diskusia

Ak je priamka AB roznobeZna s priamkou ¢, uloha ma dve rieSenia, ¢iZe dve kruZnice k a k.
Ak je priamka AB rovnobezna s priamkou ¢, uloha ma jediné riesenie.

Ulohu je mozné riesit aj pomocou rovnolahlosti.
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Obsah kapitoly:

28. Geometrkké Zﬂbl'ﬂZETliU 0 Zobrozenie v rovine

0 Zhodné zobrazenia

2 Skladanie zhodnych zobrazeni
2 Podobne zobrazenia
ZOBRAZENIE Z v rovine je predpis, ktory kazdému bodu X Q Riesené priklady

roviny priraduje najviac jeden bod X " roviny. Bod X sa na-
Zyva vZoR, bod X “ jeho OBRAZ. Zapisujeme Z: X — X",

Zobrazenie v rovine

Mnozinu obrazov vietkych bodov utvaru U
Body X, o obrazoch ktorych plati X' =X, oznacujeme U’ a nazyvame OBRAZ UTVARU U.
se nazyvaji SAMODRUZNE BODY zobrazenia.
Ak saU =U’, nazyvame utvar U
SAMODRUZNYM UTVAROM zobrazenia.

Zobrazenie, v ktorom je kazdy bod samodruZny,
sa nazyva IDENTITA.

Stuihlasna zhodnost (identita /, stredova sumer-
Zhodné zobrazenia nost &, postivanie alebo translacia 7, otacanie
alebo rotacia #) zobrazi kazdy orientovany uhol
ako sthlasne orientovany uhol. Nesthlasna
zhodnost (osova simernost &) zobrazi kazdy
orientovany uhol ako uhol opaéne orientovany.

Zobrazenie v rovine je ZHODNE ZOBRAZENIE (zhodnost),
ak obrazom kazdej tsecky XY je tisecka XY’
a plati [X¥Y|=|XY"|

V kazdom zhodnom zobrazeni plati:

« obrazom priamky AB je priamka A'B’, + obrazom rovnobeznych priamok sii rovnobezné priamky,
» obrazom polpriamky AB je polpriamka A'B’, » obrazom opaénych polpriamok st opaéné polpriamky,
« obrazom polroviny pA je polrovina p’A’, = obrazom opaénych polrovin st opaéné polroviny,

+ obrazom utvaru U je utvar U’ zhodny s atvarom U, « obrazom uhla AVB je uhol A"V B’ zhodny s uhlom AVB.

Osovd simernost X -\
Dana je priamka 0. 0SOVA SUMERNOST s 050U 0 R 1;: e s =
je zhodné zobrazenie &(o0), ktoré priraduje: X'+
= kazdému bodu X & o bod X tak. Ze os o je kolma
na priamku XX’ a stred tisecky XX’ leZi na priamke o, Niektoré utvary U si simerné podla
+ kazdému boduY eobod Y ' tak. ze Y =Y. osi alebo niekol'kych osi.

Priamka o sa nazyva 0S SUMERNOSTI.

Osova siimernost 2( o) sa dé vyuZif pri rieSeni
niektorych uloh o odrazoch a o najkratSom
spojeni dvoch bodov lomenou &iarou, i pri
konstrukcii trojuholnika, ak je jeden z danych
prvkov siéet alebo rozdiel stran trojuholnika.

Samodruznymi bodmi osovej sumernosti 2( o)
st vietky body osi simernosti o.
Samodruznymi priamkami osovej simernosti
je os sumernosti a vietky priamky na fiu kolme.

Pr.1
Nijdi os sumernosti:
a) rovnoramenného trojuholnika ABC so zakladniou AB, b) stvorca ABCD, ¢) kruznice k(S; r).
a) Osou simernosti rovnoramenného trojuholnika ic

so zakladiou 48 je os zakladne 4B, pozri obrazok.

b) Stvorec ABCD ma Styri osi sumernosti, su to dve osi

strian a dve priamky, na ktorych lezia uhlopriecky Stvorca.

¢) Kruznica k( S; r) ma nekoneéne mnoho osi sumernosti.

Osou sumernosti je kazda priamka prechadzajtca stredom S kruZnice k.
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Stredova sumernost’ e AP g ;r """" S :S ““““ ;,
Dany je bod S. STREDOVA SUMERNOST so stredom S je zhodné

zobrazenie £(S), ktoré priraduje: Niektoré utvary U si simerné
» kazdému bodu X # S bod X" tak, Ze bod § je stredom tisecky XX, podra stredu. Stredova
* bodu Sbod S’ tak, Ze S" = S. siimernost je Specialnym
Bod S sa nazyva STRED SUMERNOSTL. pripadom otacania a moZeme
Stredova suimernost £(.S) ma jediny samodruzny bod, a to stred simernosti ju pouzif napriklad pr? dokazoch
S. Kazdé priamka, ktord prechadza stredom simernosti S, je samodruzna, @ konstrukénych ulohach.
Pr.2

Najdi stred sumernosti ~D C.”

Stvorca ABCD.

; Stredom simernosti §tvorca ABCD
¥ \‘\\ je prieseénik S priamok & AC a < BD.
“A B

Posiivanie
ORIENTOVANA USECKA je usecka s usporiadanou dvojicou svojich krajnych bodov, e
teda jeden krajny bod je tzv. ZACIATOCNY BOD a druhy je KONCOVY BOD, A g
Orientovanu useéku so zaciatoénym bodom A a koncovym bodom B Ofcnliwens dsaiky ABaChsi

—
oznacujeme AB. Graficky znazornujeme orientovanu tsecku so Sip-

sthl ientovaneé, ak:
kou pri koncovom bode. asne orien &

a) lezia na jednej priamke a polpriamka

DLZKA (velkost) ORIENTOVANEJ USECKY A"B'je dizka usecky AB, AB je podmnozinou polpriamky CD, ¢i
oznacujeme ju |4B| polpriamka CD je podmnozinou
Ipriamky AB, pripadne obe
Medzi orientované iisecky patri aj bod ako orientovana iisecka, m ﬁmg 6 ;aj:‘
e ek 7 rvait. : :
e g ) i e ol
or S g : polpriamky AB, CD lezia v tej istej
Dana je orientovana useéka AB. POSUVANIE (alebo translacia) polrovine s hraniénou priamkou AC.
je zhodné zobrazenie 7 ( AB). ktoré kazdemu bodu X priraduje
bod X’ tak, Zze orientované tusecky X)( a AB maju rovnaku g
dizku a su siihlasne orientované. "J;/f;
Postvanie nema ziadne samodruzné body (pokial nie je urcené ""/X“k—*
X

nulovou orientovanou useckou - vtedy su vietky body samodruzné
a hovorime o identite). Priamky, ktoré su rovnobezné s priamkou

AB, st samodruzné priamky posivania. Orientovany uhol si mo6zeme predstavit

ako zaciatoénu a koncovu polohu
Otacanie polpriamky, ktora sa otaca okolo
svojho zaciatku. Pri ota¢ani moze
polpriamka vykonat [ubovol'ny pocet
otacok. Otacal mozeme proti smeru
hodinovych ruéiciek (¢ize v kladnom

ORIENTOVANY UHOL je uhol s usporiadanou dvojicou svojich ramien,
teda jedno rameno je tzv. ZACIATOCNE RAMENO a druhé je
KONCOVE RAMENO.

Zakladnou vel'kostou orientovaného uhla AVB je vel'kost tohto uhla,

, alebo v smere pohybu hodi-
ktory vytvori polpriamka FA otoéenim do polpriamky VB v kladnom ?m:)n:ii:i':k (Gize vpzi y i
zmysle. Je to vzdy Eislo z intervalu (0, 27t), pripadne (0°, 360°). zmyslj o) f
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Ak oznaéime zakladnu velkost orientovaného uhla AVB pismenom ¢, tak vel'kostou
orientovaného uhla AVB je kazda z hodnot o + 2kn, pripadne o + k -360° kde k € Z.

Dany je bod S a orientovany uhol, ktorého velkost je ¢p. OTACANIE (alebo rotacia)

je zhodné zobrazenie (S, @), ktoré priraduje:

« kazdému bodu X # S bod X’ tak, e |X’S| =|XS|a orientovany uhol XSX " ma velkost ¢, ]

* bodu Sbod §’, tak, ze S” = S. X

Bod S sa nazyva STRED OTACANIA, orientovany uhol ¢ je UHOL OTACANIA, :‘\'

Otacanie (S, @) ma jediny samodruzny bod, a to stred otacania S. ak je uhol J'E?\_\'L ______ s
otacania @ # 0° (ak sa @ = 0°, tak su vSetky body samodruzné a hovorime o identite). §=§" X

Otacanie nema Ziadne samodruzné priamky (pokial sa @ #0° alebo @ # &).

Skladanie zhodnych zobrazeni

Dané su dve zhodné zobrazenia Z: X — X', Z,: X" — X"
a lubovolny bod X roviny. Zobrazenie Z: X — X" sa nazyva
ZOBRAZENIE ZLOZENE zo zobrazeni Z, , Z, (v tomto
poradi). Oznacujeme ho Z =Z, o Z,.

Skladanie zobrazeni nie je komutativne,teda Z, o Z, #Z,0 Z, .

Podobné zobrazenia

Geometrické zobrazenie v rovine nazveme PODOBNYM
ZOBRAZENIM (podobnostou), ak obrazom kazdej usecky XV
je usecka XY” a plati |XY| =k -|X Y|, kde k >0.

Konstantu k nazyvame KOEFICIENT PODOBNOSTI.

Ak sa k =1, ide o zhodnost.

Ak je k > 1, tak podobnost nazyvame ZVACSENIE,

Ak je0 < k <1, tak podobnost nazyvame ZMENSENIE,

Rovnolahlost’

ROVNOLAHLOST (homotetia) #( S, K) so STREDOM
ROVNOLAHLOSTI § a KOEFICIENTOM ROYNOLAHLOSTI
(x e R—{0}) je podobné zobrazenie, ktoré priraduje:
+ kazdému bodu X # S bod X" tak, ze |X'S| = |«]-|XS|

a bod X' lezi na

- polpriamke SX, ak x> 0

- polpriamke opacnej k polpriamke SX, ak x <0
* bodu S bod S’ tak, ze §" = S.
Ak sa € = —1, tak rovnolahlost je stredovou siimernostou.

Zlozenim dvoch osovych siimernosti vznikne
vZdy jedno z tychto zhodnych zobrazeni:
identita, posivanie, otacanie (pripadne stredo-
va sumernost ako zvlastny pripad otacania o m,
resp. o 180°). Zlozenim troch osovych sumer-
nosti je bud’ osova sumernost alebo posunuta
sumernost. Skladanim osovych siimernosti uz
Ziadne iné zhodné zobrazenie nevznikne.

Dva ttvary UalU’ pazyvame podobnymi, ak je
mozné najst také podobné zobrazenie, ktoré
priradi utvaru U tvar U’, Piseme U ~ U".

Dva trojuholniky A ABC a A A'B'C’ su
podobné prave vtedy, ked existuje také cislo
B _|prc|_|ac _
l4B| ~ |BC| |ac|
O zhodnosti a podobnosti trojuholnikov

je pisané v kapitole ¢, 25.

k >0, Ze plati:

Kazda rovnolahlost s koeficientom K je
podobnostou s pomerom podobnosti k = |k.

Utvar U a jeho obraz U’ v rovnolahlosti
#(S, k) nazyvame ROVNOLAHLE UTVARY
poda stredu S. Ak je |x| > 1, hovorime o
zviigSeni a ak je |x| <1, hovorime o zmenseni.

Ak sa ¥ =1, tak rovnolahlosf je identitou a ma vSetky body samodruzné.
Ak sa ¥ # 1, tak rovnolahlost ma jediny samodruzny bod, svoj stred S. V tomto pripade
st samodruznymi priamkami vSetky priamky prechadzajuce stredom rovnolahlosti.

Pr.3

V rovnolahlosti #( S, x = 2) zostroj obrazy danych bodov 4, B.

1. Opis konstrukcie
LAGH#(S, k=224 A
2.BH#(S,k=2:B— B

1I. Konstrukcia

A III. Pocet rieSeni
Uloha ma jediné riesenie.
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Pr.4
V rovnolahlosti # [ S, k= %) zostroj obrazy danych bodov A, B.

I. Opis konStrukcie I1. Konstrukcia A II. Pocet rieseni

1. A';.ﬁ'{S.K=]5]:A—> A

Uloha ma jediné rieSenie.
2.8 //{S. K=%): B> B

Pr.5
V rovnolahlosti #[S, K= —%] zostroj obrazy danych bodov 4, B.

I. Opis konstrukcie II. Konstrukcia II1. Pocet rieseni

| i #(S. K= —%): A= A Uloha mé jediné riesenie.

2. B':#(S.K=—%):B—-)B’

Rt V rovnolahlosti #( S, K = 2) zostroj obraz daného rovnobeznika ABCD.
I. Opis konstrukcie
LAGH(S, k=242 A
2.B#(S,x=2:B— B’
C5HK(S. k=2:C>C
4. D H(S,x=2:D— D’
5. rovnobeZnik A’B’C’'D’

II1. Pocet rieSeni

Uloha ma jediné riesenie.

B'
AK sii dané dve rovnobezné usecky s roznymi dizkami, tak existuju
prave dve rovnolahlosti, ktoré zobrazia prva usecku ako druhu.

Ak st dané dve kruznice s roznymi polomermi, tak existuji <. .
prave dve rovnolahlosti, ktoré zobrazia prvi kruZnicu ako druhu.

Konstrukcia obrazu kruZnice k(Q; r) v rovnolahlosti #( S, x) pre:

L A B0 Obrazom kruZnice k(0; r)
X X v rovnolahlosti #(S, k)
Je opét kruznica
s W U k(0" r' =|x|-r). pricom
k k' obrazom bodu O je bod 0'.

PouZitie rovnolahlosti

v konstrukeii spoloénych
dotyénic t,, 1,

dvoch kruznic

ky (O )k, (05, )
0,0,|> 1 +r,,

r, >r,,tak, aby tieto boli:

dotyénice vniitorné
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Riesené priklady

V jednotlivych prikladoch teraz ukazeme vyuZitie jednotlivych druhov
zobrazenia pri konstrukcii jednoduchych rovinnych utvarov.

Pr.7

Pr.8

Pr.9

Dand je priamka p a dva vnutorné body A, B jedne;j z polrovin uréenych priamkou p.
Najdi na priamke p bod X tak, aby sucet jeho vzdialenosti od bodov A, B bol najmensi.

1. Opis konstrukcie 11. Konstrukcia L I11. Pocet rieseni
1.B:0(p)B— B X Pl s Uloha ma jediné riesenie.
2. AB’ L :P P
3. X.Xepn AB’ ;

X4 B

Dany je ostry uhol X¥Y a jeho vnatorny bod C.
Zostroj bod A na ramene VX a bod B na ramene VY tak, aby A ABC mal ¢o najmensi obvod.

II1. Pocet rieSeni
Uloha m4 jediné riesenie.

1. Opis konstrukcie I1. Konstrukcia
1.C50 (e VX):C—>C
2.C" 0, (e VY)EC=C”

7 i Zo vietkych moznych A ABC mé
L.eCC R
4 A4 Aem VXNCTC” v L/ :;:Imal:;f tan_. c:é;‘c"
5.BBe VY nC'C” qubm,lan?:"ar:: A
6.A ABC pricom trojuholni

0, a0 =|C'C”[

Zostroj A ABC, ak je dané: ¢, a+ b, p —c.

0 znézomenom trojuholniku plati, ze & = 1{

2

1. Rozbor

180°— (o +f) =

ABD| =B +7 =
|<LABD| B+2 p+ 3

=ﬁ+90°—5-ﬁ_ =E+90°—E= 90°+E:.E,
a2 2 2

A ABD mbzeme zostrojif podla vety Ssu.
Vrchol C lezi na osl o rovnoramenného A BOC.

I1. Opis konstrukcie Obrézok konstrukcie neuvadzame, pretoze

1. AB;|AB| = by sa velmi podobal na obrazok z rozboru.

2. BX;| < ABX| =90°+E—;5

L kk(Ad,r=a+b)

4. D,Dekn— BX

5.S.5 € BD,|BS|=|SD|

6.0,0 LBD,Seo

7.C.:CeonAD

8.A ABC

1. Diskusia

Uloha ma jediné rieSenie, ktoré existuje v pripade, Ze pre zostrojovany trojuholnik ABC plati trojuholni-
kové nerovnost, Gize a+ b > ¢, a Ze sa da zostrojit trojuholnik ABD. Ten sa da zostrojit, ak p —o. <180°.
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Pr. 10

Pr. 11

Pr. 12

Dané su tri rozne rovnobeZky a, b, ¢ a bod A4 na priamke a.
Zostroj rovnostranny A ABC tak, aby bod B lezal na priamke b a bod C na priamke c.

I. Rozbor V otacani 0 60° okolo bodu A sa zobrazi bod B leZiaci na priamke b do boduB*=C
leziaceho na obraze b priamky b. Bod C je teda spoloénym bodom priamok b”a c.

I1. Konstrukcia a jej opis b

1. s R(A, £60°): b— b’ ‘ c I A

2.GCeb' ne

3k, 1 k(A | AC), IC; |[ACh

4. B.Beknl

5.A ABC J e

I11. Diskusia ¢/ G g

Uloha ma dve riesenia, ktoré vzniknu ako dasledok dvoch otaéani priamky b.

Dané su dve roznobezky a, b, ktoré vytvaraju Styri uhly a vnutorny bod M jedného z tychto uhlov.
Zostroj kruznicu, ktora prechidza bodom M a dotyka sa priamok a, b.

I. Rozbor Pouzijeme rovnofahlosf so stredom vo vrchole uhla a k lubovolnej kruznici k *, ktord sa
dotyka priamok a, b, zostrojime rovnolahlé kruZnice k , a k , , ktoré prechddzaji bodom M.

I1. KonStrukcia a jej opis

LA, B.Aea, Beb T,

2pp=SM

3.0, 4y 0suhla AVB

4,0'T; 0T Ld 0" €0, T ea

5.k'0%|0'T’))

6.M ' M"{M' M"}epnk

Tomy myimy | O'M M em ,m, |OM". M em, T

8.0,,0,;0, em no,0, emy, Mo

9. ki, kyi ky (03]0,T, ). k,(0,:]0,T; )

II1. Diskusia

Uloha ma dve riesenia.

Dané st dve kruznice k, (S, r, ). k,(S,:r,)a dva rozne body A, B.
Zostroj usecku X¥ rovnobezni s AB tak, aby bod X lezal na k,, bod ¥ na k, a aby platilo |XY|=|4B|

I. Rozbor Vysledkom posiivania uréeného orientovanou ise&kou AB alebo orientovanou tsetkou BA je bod ¥ * = X,
PretoZe postivanie je zhodné zobrazenie, je obrazom kazdej kruknice opaf kruznica zhodna s pévodnou.
Bod X teda lezi na kruznici k, inakruZnici k , ktord je obrazom kruznice k , v uvazovanjch posunutiach.

I1. Konstrukeia a jej opis

LA{;7T(AB): k, — k|

2. kT (BA): ky — kI

X Xekinky, X ekl nk,

4. Y. XY || AB.|XY|=|AB|

5. XY

1. Diskusia
Uloha ma v nasom pripade dve rieSenia. Pocet kruZnic moze byt aj iny, zavisi to od polomeru kruZnic,
vel'kosti usecky AB i od polohy zadanych kruznic, teda iloha nemusi mat Ziadne riesenie. ale moze mat
az 4 riesenia.

138




29. Polohové viastnosti itvarov v priestore

Zakladné vzt ahy medzi bodmi,
priamkami a rovinami

Nasledujuce uvahy budu o utvaroch v trojrozmernom priestore.
BODY su prvky priestoru, PRIAMKY a ROVINY podmnoZiny.
Trojrozmerny priestor oznacujeme E , . Vlastnosti ttvaroy

v priestore skima ¢ast geometrie zvana STEREOMETRIA,

Hovorime, Ze bod A leZi (nelezi) v priestore E , alebo ze bod A
je (nie je) prvkom priestoru E,, a piSeme A €E, (4 ¢E;).
Hovorime, Ze priamka p lezi (nelezi) v priestore E ; alebo ze
priamka p je (nie je) prvkom priestoru E,, a pifeme p cE;
(p @ E; ). Hovorime, Ze rovina p lezi (neleZi) v priestore E.
alebo Ze rovina p je (nie je) prvkom priestoru E,, a piSeme
pcE; (pzE;).

Bod lezi v rovine, ak lezi na niektorej jej priamke.

Priamka lezi v rovine, ak v nej lezia jej dva rozne body.
Kazdymi dvoma roznymi bodmi je uréena jedina priamka.
Kazda rovina je jednoznaéne uréena:

= tromi bodmi, ktoré neleZia na jednej priamke,

= priamkou a bodom, ktory na nej nelezi,

= dvoma roznobeznymi priamkami,

* dvoma roznymi rovnobeznymi priamkami.

Rovina p rozdeli priestor E, na dva navzajom opaéné POL-

PRIESTORY, Tato rovina je HRANICOU (hrani¢nou rovinou)
oboch POLPRIESTOROV, Kazdy bod priestoru E;, ktory nelezi
v hrani¢nej rovine, je VNUTORNYM BODOM jedného z oboch
POLPRIESTOROVY, Polpriestor s hraniénou rovinoup = < ABC
a vnutornym bodom M oznaéujeme — pM alebo — ABCM.

Vzdjomnd poloha dvoch priamok

Ak maju dve priamky Ak maju dve priamky
p a g vietky body
spoloéné, hovorime,

7e su TOTOZNE

p a q jediny spolo¢ny
bod B, hovorime,
7e st ROZNOBEZNE

Ak nemaju dve priamky
p ag ziadny spolocny
bod a lezia v jednej
rovine, hovorime,

Obsah kapitoly:

0 Zakladné vztahy medzi bodmi,
priomkami a rovinami

Q1 Vzajomna poloha dvoch priamok

2 Vzdjomna poloha priamky o roviny

Q Vzdjomna poloha dvach rovin

O Rovnobeinost priomok a rovin

0 Vzajomna poloha troch rovin

0 Polohove konstrukéné dlohy

() Priecka mimobeziek

Priamku uréent bodmi A, B oznacujeme tak, ako
v planimetrii <348 a nazyvame ju priamkou A5.

Rovinu uréeni bodmi 4, B, C(C g <> AB)
nazyvame rovinou ABC a oznacujeme <> ABC.
Rovinu uréent bodom A a priamkou p (A € p)
nazyvame rovinou Ap a oznacujeme <> Ap.

Ak su p, g roznobezné alebo rovnobezné
priamky (p # g), tak rovinu nimi uréenu
nazyvame rovina pg a oznacujeme <> pq.

Ak nemaju dve priamky
p a ¢ ziadny spoloény bod .

a nelezia v jednej rovine,
hovorime, Ze su

(roznobezky). Bod B (splyvaju, st rovnobezné 7e st ROVNOBEZNE MIMOBEZNE
je ich PRIESECNIKOM, a totozne). (rovnobezky). (mimobezky).
Piseme {B}=pny. Piseme p = q. Piseme p | 4.
H G H G H G H G
1 H i q i
By 4 X B F o | &L [k
i i i | :
D i ; | :
R C B LLJe A Dl =le
A B\7? A B P A B

B p=4




Vzajomnou polohou priamok v rovine a niektorymi vztahmi (odchylka, kolmost) medzi
nimi sme sa uz zaoberali v kapitole ¢. 24. Tieto vztahy platia i pre priamky v priestore.

Vzdjomnd poloha priamky a roviny

Ak maju rovina <> ABC a priamka | Ak maju rovina <> ABC a priam- | Ak nemaju rovina <> ARC
p jediny spolo¢ny bod B, tak rovina ka p nekonecne vela spoloénych | a priamka p ziadny spoloény bod,
> ABC a priamka p sit ROZNO- | bodov, tak hovorime, Ze priamkap | tak hovorime, Ze rovina <> ABC
BEZNE. Bod B je ich PRIESECNIK. LEZI V ROVINE > ABC. | a priamka p sit ROVNOBEZNE.
P\H G J H G | H G
H ) | H P
E i\ F E i F | E i F
D; \ c D; o piiail o
A B A B A B
Vzdjomnd poloha dvoch rovin
Ak maju dve rozne roviny jeden spoloény bod, tak maju spoloénu priamku, ktora prechadza
tymto bodom; okrem bodov tejto priamky nemaju uz ziadny dalsi spoloény bod. P
|
Ak maji dve rozne rovinypa o Ak maju dve roviny p a ¢ vietky | Ak nemaju dve rovinypa o
spolo¢nu priamku p, hovorime, Ze | body spoloéné, hovorime, ze Ziadny spoloény bod, hovorime,
roviny p a ¢ sit ROZNOBEZNE. roviny p a G sl TOTOZNE (splyva- | Ze roviny p a © sti ROVNOBEZNE.
Priamka p je ich PRIESECNICA. ) ju, st rovnobezné a totozné).
Piseme p=p N . Pisemep = 0. Piseme p | o.
H G H G
ELF ES | F ,
| p/ Py c | D; ¢ | |
| |
| p=o ' :
\ 4 B ' A B | ,
Pr.1 Pr.2 Pr.3 Pr. 4
Zostroj priesecnicu Zostroj prieseénicu Zostroj prieseénicu Zostroj priesecnicu
rovin ACG a AFH rovin ACF a BEG rovin BCG a AEOQ rovin ACE a BHP
v kocke v kocke v kocke ABCDEFGH. v kocke ABCDEFGH.
ABCDEFGH. ABCDEFGH. Bod O je stred Bod P je stred
steny BCGF. hrany FG.
HBE @ # P ¢ H /P G
= A
E A o B P
! & i/
Iy, 45 . c )} c
B AT R
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Rovnobeinost’ priamok a rovin
Danym bodom moZeme viest k danej priamke jedini rovnobezku.

Priamka p je rovnobeZna s rovinou p, ak v rovine existuje
aspon jedna priamka g, ktord je s priamkou p rovnobezna.

Ak je priamka rovnobezna s dvoma roéznobeZnymi
rovinami, tak je rovnobeZna aj s ich prieseénicou.

Dve roviny p a G st rovnobeZné, ak jedna z nich, napr. 6, obsahuje
dve roznobezné priamky, ktoré si rovnobezné s rovinou p.

Danym bodom mozZeme viest k danej
rovine jedinu rovinu s fiou rovnobeZnu.

Vzdjomnd poloha troch rovin

Na nasledujicich obrazkoch st znazornené vietky
mozZnosti vzajomnej polohy troch réznych rovin.

Rovnobeznost priamok je vzfah
p| a.q] rtakaj p| r

'Rovnobeznos rovin je vztah

plo.o|takaip|

Kazdé dve roviny su rovnobezné, l Dve roviny su rovnobezné a tretia | Kazdé dve roviny su roznobezné,

nemaju spolocny bod. | ich pretina v rovnobeZnych J priesecnice kazdych dvoch rovin
priamkach. | st rovnobeZné a rozne.
v /9 !
T
[ o] |
| o |
p | (4] [
P

: Kazde dve roviny su roznobezné Vsetky tri roviny maju
a ich priesecCnice su totoZné. | spoloény jediny bod P.
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Polohové konstrukéné dlohy

REZ TELESA ROVINOU je rovinny utvar, ktorého hranicou je prienik stien
telesa a roviny rezu. Zostrojit rez telesa rovinou znamena zostrojit priesecnice
danej roviny s rovinami, v ktorych lezia jednotlivé steny telesa.

Vyuzivame pritom vsetky vety uvedené v tejto kapitole.

Ak je priamka p roznobeZna s rovinou p, tak

PRIESECNIK PRIAMKY S ROVINOU zostrojime takto:

1. priamkou p preloZzime vhodnu rovinu @, ktora je s rovinou p roznobezna,
2. urcime priesecnicu r, ktord je priesecnicou rovinp a G,

3. prieseénik priamok p a r je hladany priese¢nik P priamky p a roviny p.

Pr.5 Pr.é Pr.7
Zostroj rez kocky Zostroj rez kocky Zostroj rez kocky
ABCDEFGH rovi- ABCDEFGH rovi- ABCDEFGH rovi-
noup =« ABU. noup = & BGV. noup = ¢ X¥Z.
H G
E F
1} U
Al
A B
Pr.9 Pr. 10 Pr. 11
Zostroj rez kocky Zostroj rez pravidel- Zostroj rez hranola
ABCDEFGH ného §tvorbokého ABCDEFGH
rovinou ; ihlana ABCDV ro- rovinou
p = XYZ. vinoup = > XVZ. p = XYZ
H G
£ 5
X
# | [ :‘ _____ C
oy,
"A 1B
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Zostroj rez kocky
ABCDEFGH rovi-
noup =« X¥Z.




PRIENIK PRIAMKY S TELESOM zostrojime takto:
1. priamkou prelozime vhodnu rovinu,

2. uréime rez telesa touto rovinou,

3. prienik priamky a rezu je hladanym
prienikom priamky s telesom.

Ak je telesom hranol, tak zvycajne prekladame rovinu rovnobeznu s bo¢nymi
hranami (Sikmy hranol) alebo rovinu kolmu na rovinu podstavy hranola.
Ak je telesom ihlan, prekladame rovinu kolmu na rovinu podstavy

alebo rovinu prechadzajucu vrcholom ihlana.

Pr. 12 Pr. 13
Zostroj prienik Zostroj prienik priamky p =« MN s kvadrom ABCDEFGH, ak je dané:
i L |4B|=5 cm. |BC| = 3cm, |AE| = 4 cm, M € > GH.|MG| = 2{GH|,
a kocky 3 3
ABCDEFGH. N e FB,|NF|= '5|BF|.
M H G
H G . E
0T i
: L
M
e A
Q =
Pr. 14
Zostroj prienik priamky p = ¢ MN a trojbo-
kého ihlana ABCVF, ak je dané: M € — AB,
[AM|=2|AB]|. N je stredom usecky TV,
bod T je taziskom A ABC.
Priecka-mimobeziek
PRIECKA MIMOBEZIEK je priamka, ktord obe mimobezky pretina. Kazdé dve mimobezné priamky
Niekedy tymto menom oznaéujeme useéky s krajnymi bodmi na maijti nekoneéne vela priecok.
oboch mimobezkach. :
Ak uréujeme priecku mimobeziek, ktora prechadza danym bodom, ktl slfl ST b&lek p'AqEnsol:gz‘
mozeme postupovar takto: = nap:._pua;:b Fie : ':":IH =
1. jednou z mimobeziek a danym bodom prelozime rovinu, : = o
2. uréime priesecnik tejto roviny s druhou mimobezkou, E A e
3. priamka, ktora spaja priesecnik a dany bod (ak nie je rovnobezna 3 == |
s prvou mimobezkou, vtedy priecka neexistuje), je hladana priecka. 1?) =0
s il
A B p
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Obsch kapitly:

30. Metrické vlastnosti dtvarov v priestore B Odchylka priomok
O Kolmost priomok a rovin
Odchylka priamok 3 Odchjlka ovin, |
odchylka priamky o roviny
METRICKYMI VLASTNOSTAMI titvarov nazyvame odchylky a vzdialenosti O Vzdialenost bodu
tychto utvarov. Pomocou nich presnejsie vyjadrujeme priestorové vztahy. od priamky a od roviny

« ODCHYLKA DVOCH ROZNOBEZNYCH PRIAMOK je velkost kazdého 2 Vadialenost priamok o rovin
z ostrych alebo pravych uhlov, ktory priamky spolu zvieraji.

« ODCHYLKA DVOCH ROVNOBEZNYCH PRIAMOK je 0°.

« ODCHYLKA DVOCH MIMOBEZNYCH PRIAMOK je odchylka roznobeznych priamok
vedenych 'ubovolnym bodom priestoru rovnobezne s danymi mimobezkami.

Pr. 1
Dani je kocka ABCDEFGH. Uré¢i graficky odchylky priamok:  a) AB, EG b)AH, CF ¢)AH, BE
a) H G,rr by H} G ¢) H} G
E_/,.E// IfI.r E N ® A !."fi ; Uhol @ nemé
i VA S EIN vabrizioc
W [ A /DR 7C sttt
A9 B A B Al B/
Kolmost' priamok a rovin
. Ev]e PRI:\;\]II\'\' Sl']'i na\rzajom- K(I)IAIE pfve vtedy, ked' ich odchylka je 90°. V stercometsi mdzn byt
PRIAMEA & BOVINA 50 naveiom KOLME prive visdy, ked o prisube. - NECHREES
. ! ! | navza ! : X .
o PR " . mimobezné priamky.

kolma na vsetky priamky roviny. Kolmost priamky p a roviny p zapisujeme
p L p. Priamka kolma na rovinu sa nazyva KOLMICA NA ROVINU. Bod P,
{P} = pp. je PATA KOLMICE,
Ak je priamka kolma na dve r6znobeZky roviny, tak je kolma aj na rovinu.
Danym bodom moZeme viest na danu rovinu jedinu kolmicu.

= Dve ROVINY SU navzdjom KOLME prave vtedy, ked jedna z nich
obsahuje priamku kolmu na druhi rovinu.

Akjep Lpag Lp.takjep| ¢.
Akjep Lpap| q.takjeq Lp.
Akjep Lpap Lo, akjep| o
Akjep Lpap| o.takjep Lo.

Ak je p l'ubovol'na rovina a A [ubovolny bod (4 & p), tak PRAVOUHLYM PRIEMETOM BODU A DO ROVINY p je pita A
kolmice vedenej bodom 4 na rovinu p. Priamkou p, ktora nie je kolma na rovinu p, prechadza prave jedna rovina
kolma na rovinu p. Prieseénica rovin ¢ a p je priamka p’, ktora je tzv. PRAVOUHLYM PRIEMETOM PRIAMKY p DO
ROVINY p,

Odchylka rovin, odchylka pnmnlq a roviny

« ODCHYLKA dvoch ROVIN
p, & je odchylka ich
prieseénic s rovinou ¢,
ktora je kolma
na obidve roviny.

+ ODCHYLKA PRIAMKY p A ROVINY p
je rovnaka ako odchylka priamky
a jej pravouhlého priemetu p’
do tejto roviny. Odchylka priamky
a roviny, ktora je na iu kolma, je 90°.
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Pr.2
Dany je pravidelny $tvorboky ihlan ABCDV, pricom |AB|=a=5cma|AV|=b=Tcm.

Urci odchylku ¢ boénej steny a roviny podstavy.

4 4 _|SV| v ZapiSeme vzfah platiaci pre
' 7 T uhol c v pravouhiom A OSV.
2 Useka AS mé dizku poloviny
jas| =22 |av| = ublopisty podsiavy
c \'—|SV| 'rAV| —|AS S ’Zb —-a’ Zapj:e‘qn;eyPytagomuvelu
pre

tgq:- b ~a’ f\-‘ ? =0=67°31"

Vzdialenost bodu od priamky a od roviny
* VZDIALENOST BODOV A, B je dizka useky AB. Oznacujeme ju |AB)|

* VZDIALENOST BODU OD PRIAMKY V priestore uréime * VZDIALENOST BODU 4 OD ROVINY p je vzdialenost

tak, ako vzdialenos( bodu od priamky v rovine, bodu A od jeho pravouhlého priemetu 4" do roviny p.
pretoze bod a priamka (ktora nim neprechadza) Vzdialenost bodu A od roviny p oznaéujeme |Ap|.
uréuji rovinu. Vzdialenost bodu A4 od priamky p Ak A €, tak |4p| =

oznacujeme |Ap| Ak A € p, tak |Ap| =

Pr.3 5
Ur¢ vzdialenost bodu E od roviny AFH v kocke ABCDEFGH s dizkou hrany a = 5 cm.

V2 ZapiSeme vzfah platiaci pre uhol
sinr;c:@:a__z—_l‘c.,{_‘r o =< EAS v pravouhlom A ASE
|s| aﬁ 2 3 3 (pravy uhol je pri E).
V2
|EP| |EP| |EP| ZapiSeme vzfah platiaci
s'"“_ﬂ‘T" 5 v pravouhlom A AEP
(pravy uhol je pri P).
?JETPl ='-‘|J'5‘P|=¥ﬁ 2,89cm Oba vztahy porovname.

KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI PRIAMKY A ROVINY

Priamka p je rovnobeZna s rovinou p, ak sa na priamke p daju

najst také dva rozne body leziace v tom istom polpriestore

ur¢enom rovinou p, ktoré maji od roviny p rovnaku vzdialenost.
KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI DVOCH ROVIN

Dve roviny p a G st rovnobezné, ak sa v rovine o daju najst také tri rozne
body neleZiace na jednej priamke a patriace tomu istému polpriestoru
uréenému rovinou p, ktoré maju od roviny p rovnaku vzdialenost.
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Vzdialenost' priamok a rovin

* VZDIALENOST dvoch rovnobeznych PRIAMOK je vzdialenost [ubovolného
bodu jednej priamky od druhej priamky. Vzdialenost priamok p, ¢
oznacujeme | pq|.

* VZDIALENOST dvoch rovnobeznych ROVIN je vzdialenost T'ubovol'ného bodu
jednej roviny od druhej roviny. Vzdialenost rovin p, G oznacujeme [ch

* VZDIALENOST PRIAMKY OD ROVINY s fiou rovnobezZnej je vzdialenost
Tubovol'ného bodu priamky od tejto roviny. Vzdialenost priamky p
od roviny p oznacujeme | ppl.

* VZDIALENOST mimobeznych PRIAMOK p, ¢ je dizka usecky PQ,
pricom body F. Q si priesecniky mimobeZiek p, ¢ s tou ich prie¢kou, ktora
je na obe mimobezky kolma. Vzdialenost priamok p, g oznacujeme | pal

o Uré vzdialenost priamok & EG H G
a ¢ KL v kocke ABCDEFGH ! '
s hranou @ = 5 cm. Body K, L R
su stredy hran AB a BC. F ]
g : F
EG|| KL, |EK|=|GL]| :
| EG, «> KL|=|PR|= Odtial vyplyva, 2e Gtvar EKLG
2 e C je ravnoramenny lichobeznik.
-l = fa* (2] e 2
4 SXA ! Vzdialenost SP) je §tvrtinou
N Ly e A_—k B dizky stenovej uhiopriecky
4 4 kocky.
Pr.5
Ur¢ vzdialenost rovin ACH a BEG \ ':. G
v kocke ABCDEFGH, R -
s hranou @ =5 cm. i
= D4 sa dokézaf, 2 telesovd
> ACH, & BEG| =|Pg| = o i uhlopriecka DF je rovinami
B a3 ! 53 b 2 ACH a BEG rozdelend na
R tretiny, | DP| = |PQ| = OF
Vzdialenosf rovin je potom
tretina dizky telesovej
uhlopriecky kocky
(poazri prikiad &. 3).
Pr.6
Danai je kocka €)  H G
ABCDEFGH, bod M /) /|
je bodom hrany EH. \E. ’{.: F ’,"
Uré graficky vzdialenost Wy, ﬁ,_'_"__ '5'__
mimobeziek: 1IN |2 €
a) AB a FG, —p
b) AC a FM, x A
¢) AH a BE. 0
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Zobrazovanie telies

Budeme sa zaoberaf len najzakladnejSimi telesami, s ktorymi
sa pocas studia na strednej skole stretavame.

V stereometrii graficky znazornujeme telesa pomocou zobra-
zenia nazyvaného VOUNE ROVNOBEZNE PREMIETANIE:

rovinné obrazce, ktoré lezia v rovinach rovnobeznych
s nakresnou, sa zobrazuju v skutoénej vel'kosti (pripadne
v danej mierke) a v skutoénom tvare;

rovnobezné priamky sa zobrazia opidl ako rovnobeZky
(resp. ako dva body €i jedna priamka), priamky kolmé na
nakresiu sa zobrazia ako Sikmé, obvykle tak, Ze zvieraju
s vodorovnym smerom uhol 45%

rovinobezné a zhodné usecky sa zobrazia opil ako rovno-
bezné a zhodné usecky, Gsecky kolmé na nakresiu sa
obvykle skracuju na polovinu;

ak je obrazom usecky AB usecka A'B’ a ak bod C je
vnutornym bodom usecky AB, tak jeho obraz C” je taky
vnutorny bod tuseéky A’B’, Ze plati

|4°C’|:|B’C’| =]|AC|:|BC]

Druhy telies

Tabul'ka zakladnych telies. ich charakteristickych vlastnosti,

vzlahy pre objem a povrch jednotlivych telies:

Vo= ”.5

| §=6a’

8 vrcholov

U

G

V =abc

S =2ab+ac+ be)

2 ?
: ; u=sa +b° =

Obsah kapitoly:

1 Zobrozovanie telies
Q Druhy telies
O Riesené priklody

Znazornenie C:
pravidelného , vV iN\p
trojbokého hranola, TR
ktorého podstavou by 'C'i

je rovnostranny ,-i-':._"*~ 2
trojuholnik: plise=t PSS N

Znazornenie pravidelného Sestbokého
hranola, ktorého podstavou je pravidelny

sestuholnik:

il E
|
A : \ D
B foid
= E
st BB Sy
4\| D
B c

12 hrén (rovnako dlhych), a =|AB| dizka hrany kocky ~
6 stien (zhodné §tvorce)
12 stenovych uhlopriecok (fovnako dlhych), u = av2 = |4C|
4 telesové uhlopriecky (rovnako dihé), U =av3 =|BH|
objem kocky

povrch kocky

12 hréan (tri Stvorice rovnako dlhych),
a=|AB| b=|BC| ¢ =|CG]|
6 stien (tri dvojice zhodnych obdiznikov)
1 12 stenovych uhloprie€ok (tri stvorice rovnako dlhych),

AC|.¢1'3=\4'a2 +c¢’=|BE| u3=\l'b: +c'2=|BG| I
| 4telesové uhloprieckyl(rovnako dIhé) U = o’ +b* +c* =|AG| |
objem kvadra
povrch kvadra

dlzky rozdielnych hran kvadra
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2n vrcholov, 2n podstavnych hran, n boénych hran
2 podstavy, n boénych stien (obdiznikov, ak je kolmy)

-
-
-

-

= (sucet obsahov vietkych bocnych stien)
: s vyska {(vzdialenost rovin podstav)
=5, v objem hranola

§ =28, +§,, povrch hranola

Ak je podstavou pravidelny
mnohouholnik a hranol je kolmy,
hovorime 0 PRAVIDELNOM HRANOLE.

n vrcholov podstavy, n podstavnych hran, n bo€nych hran
n boénych stien (trojuholnikov)

ana
(suéet obsahov vietkych boénych stien)

(vadialenost vrcholu od roviny podstavy)

Ak je podstavou pravidelny mnohouhol- | ¥ = 1 S,-v  objem ihlana
nik a tsecka VS je kolma na rovinu pod- s ; ¢ £l
stavy, hovorime 0 PRAVIDELNOM IHLANE. =5, +5, povrch thlana
(ESEENERmC * | Vznikne otacanim obdiznika okolo jednej jeho strany. |

e ontaat - V=§, v=mry objem rotaéného valca
s - §=2S, +§, =2mr’ +2nv =2n/(r+v) povich rotaéného valca
1

-
-
#

v = 2r, hovorime 0 ROVNOSTRANNOM
VALCL

|
Ak je osovym rezom valca Stvorec, t. j. ‘
ROTACNY KUZEL |

objem rotaéného kuZel'a

,+S, =m’ +ms=nr(r+s)  povrch rotaéného kuZela
stranny trojuholnik, t. j.s =2r,v= 3,
hovorime 0 ROVNOSTRANNOM KUZELL
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ZREZANY IHLAN

Rovina rovnobezna s rovinou podstavy, ktora pretina vysku ihlana,
i rozdeli dany ihlan na mensi ihlan a zrezany ihlan.

v vyika zrezaného ihlana (vzdialenost rovin podstav)
§,,.8,, obsahdolneja hornej podstavy
‘ S, obsah plasta

Yo .;.(s,,, +J5,15,: * S,.) objem zrezaného ihlana

+8,;+8, povrch zrezaného ihlana

| ZREZANY KUZEL

Rovina rovnobeZna s rovinou podstavy, ktora pretina vysku
‘ kuZel'a, rozdeli dany kuZel' na mensi kuzel a zrezany kuzel'.

v vyska zrezaného kuZel'a (vzdialenost rovin podstav)
s dizka strany

' S,,.S,, obsahdolneja hornej podstavy

| § 7 obsah plasta

g = 11:_11 (R +nn+rl) objem zrezaného kuzela

| S=nn’ +rr +n(n +r,)s povrch zrezaného kuzel'a

Vznikne otaéanim polkruhu okolo jeho priemeru.
r _polomer gule
S stred gule

| GULOVY ODSEK

Rovina prechadzajica vnutornym bodom priemeru gule rozdeli
gul'u na dva gul'ové odseky.

v vyska odseku r polomer gule
p polomer podstavy odseku
Q stred podstavy odseku

| S, obsah podstavy odseku
S, obsah gul'ového vrehlika, S, = 2nm
V= %{Jp: +v) objem gul'ového odseku
S=S,+S8, =rp" +2mn povrch gul'ového odseku

| GULOVA VRSTVA

Gulova vrstva je prienik gule a vrstvy ohrani¢enej dvoma
rovnobeZnymi rovinami.

v vyska gulovej vrstvy r polomer gule
PP polomer dolnej a hornej podstavy vrstvy

0,.0; stred dolnej a hornej podstavy vrstvy

S, .S,, obsah dolneja hornej podstavy vrstvy

| 8, - obsah guloveho pasu, S | = 2nry

b4y > 5 1
V= ?'(Jpr +3ps +v7) objem gul'ovej vrstvy

| $=5,/+5,.+S, =n(p; +pl)+2mv povrch gulovej vrstvy
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Riesené priklady

= meseni prikladov o telesach nevyuzivame len vztahy uvedené v tejto kapitole, ale aj vztahy uvedené
+ pe=dchadzajucich kapitolach (vztahy pre obvody a obsahy, vety o pravouhlom trojuholniku a pod.).

=1

Kvader ma objem 7,5 dm” a rozmery v pomere 3 : 4 : 5.

Vipoéitaj jeho povrch a dizku telesovej uhlopriecky.

' =75dm?’ =7500cm’
z:b:c=3:4:51t.a=3k, b=4k,c =5k
7500=3-4-5-°

k=>5
a=15cm, b=20cm, e =25cm

=2(ab+ be + ac) = 2(15-20+20-25 +15-25) = 2 350 cm?
U=va® + 5% +¢? =152 +20° +257 =25V2 =354 cm

Objem vyjadrime v em’.

Vyjadrime dizky hran.

Dosadime za objem a hrany do vzorca pre objem.
Vypocitame koren rovnice, dosadime do
vyjadrenia hran.

Kvader ma povrch 2350 em” a jeho telesova uhloprieéka ma dizku 35,4 cm.

Ur¢ objem a povrch kolmého Stvorbokého hranola s vyskou v =32 cm, ktorého podstavou je kosostvorec

s uhloprieckamie =11,2¢em, f =6,6 cm.

J =S,‘v=%r-v=g-32=1182.72cm3 Vypogitame objem hranola.
s =ZS, WS =2 .—f-l-da " Vypoéitame povrch hranola, ale najprv
2 uréime stranu kosostvorca a.
2

o T (B8 o

\ 2 2
s =2-—e—'2ir-+4a-v=ll.2-6.6+4‘6.5'32=905.92 em?
Hranol ma objem 1 182,72 cm” a povrch 905,92 cm*.
Vypoéitaj dizku hran a povrch pravidelného stvorbokého ihlana, ktory ma v
vietky hrany rovnako dlhé (boéné aj hrany podstavy), ak je dany jeho objem V.

l.z:f v.S=a’+4- 85 asv Zapiseme vzfahy

pre objem a povrch.

Za .
== Vypotitame vysku

ihlana a dosadime ju
: af a* I 4
Iv’—_~_a-‘_.=___ do vzorca pre objem.

2 6

Z predchadzajiceho vztahu
ler 6V 2
=3 =322 X% _33r2 vyjadrime dizku hrany a.

!-—f

Uréime vySku steny ihlana.

Vzfah vyplyva z toho, e A ABV je rovnostranny.

S=a’ +4§A§J§=a3 +a*3=a"(1+3)=Y18V* -(1+43)
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Do gule je vpisany kvader, ktorého rozmery su v pomere | : 2 : 3.
Vypocitaj, kolko percent objemu gule tvori objem tohto kvadra.

a=k,b=2k,c=3k Vyjadrime rozmery kvédra.

v, =abc=6k’ Uréime objem kvédra.

R=£=_—_‘M‘W=£Jﬁ Vypotitame polomer gule, ktory sa rovna polovine
2 2 : 2 velkosti telesovej uhloprietky kvadra U.
4 4 1 4-14

V. ==qR’ =-n.—.(V14) =2 2m? 4——::1 V14 Vypotitame objem gule.

V=3 e (Vi4) — ypotitame objem g
7

V, =—mk 14 ... 3 it ;

¢ =3 V14 100%| 6k 1004510 % :ypr:é :aap;zziparcant

Vi SR i x% sn:k“\fl_ti VRN R,

Objem kvadra je 21,9 % objemu gule,

Ur¢i objem a povrch telesa, ktoré vznikne otaéanim pravouhlého trojuholnika ABC okolo osi precha-
dzajucej vrcholom pravého uhla a rovnobeznej s preponou, ak su dané vel'kosti a, b odvesien A ABC,

V=V -V, -V,= A’ B’ Hiadany objem je rozdiel
- lm_; Img‘ i i objemu valca a dvoch kuzefov.
— = ¥V, =—— fy =
3 1 3 2
3 ] : r
=?Lr'c—-3~1tr (v +v)=
3 L5 2 SEasi Bl o
=m‘r—5m"c=3m’ o= 0
5 V poslednom vzfahu
=-§m":\fa: +b° musime vyjadrir.
ok il Pouzitim Euklidovej vety
b —— 0 vyske vyjadrime r.
vy =va "'1 A g B Vztahy pre v, v, vyplyvaju
v =vbt=r? 7 obrézka, Dosadime ich do
bt —r? Jad = =¥ |? Euklidovej vety,
b =r*)(a’ -r*)=r*
bla’ —ria’ b+t =11
2.2 Dosadime zar*
3 ab
= = T do vzorca pre objem.
243 2
- = 2 -
V=gufb, a’+b’ = m:b’
3 b* 3a? +b?
S=2mrc+mrs, +7rs, =2nrya’ + b’ +nra+nrb= Revgivieiash s siladn

2 plasfa valca a plasfov

=nr(2va® + b2 +a+b)—J—(2V'ﬂ +b® +a+b)= dvoch kuzelov.
a’ +bh°

Va® +b’

2na’h . +b
Objem telesa je V' = — IH‘? —a ma povrch § = nuh[3+ -u: ]
3\-(1':+b' vJa  +b°
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Pr.6

Pr.7

Pr. 8

Zrezany rotacny kuzel' ma polomery podstav a vysku v pomere 3 : 11 : 15, povrch § =921 cm®.
Vypocitaj jeho objem.

noiniv=3:11:15n =3k, r, =11k, v=15k Vyjadrime polomery podstav a vy3ky.
s=y(r —1r,)? +v? = J64k? +225k* =17k Vypoditame stranu kuZefa.
92n =n9k? +mI21k? + mk214-17 Dosadime do vzorca pre povrch
]| 1 S=mnr} +nr] +n(r, +r, )sa vypotitame k.
k- —-:"ﬂ‘k=§
1 ) .
Korefi k =— , pretoze dizky strn
A T | N g Ry
LR s ger Se si kladné &isla. Dosadime za k do vzfahu
=lm{,.!2 +nr +rf}&320cm3 MMWU.WamMBh
3 s Vypoditame objem kuzefa.

Objem kuzela V¥ =320 cm°,

Ur¢i, z akej vysky uvidi letec povrch Zeme s rozlohou 200 000 km*.

Na obrazku je rez celej situdcie. Plocha, ktort letec uvidi, je obsahom gulového vrehlika.
S=2nv @ ZapiSeme vzfah pre povrch gulového vrchlika.
(r=v)-(r+h)=r’ ZapiSeme vzfah pre r pomocou Euklidovej vety o odvesne.
P —vrtrh—vh=r?
hr
r+h
hr
r+h
S(r+h) =2nhr?
Sr+ Sh=2mhr?
Sr=h(2nr’ -8)
Sr 200000-6 370

h=—F—= : =5 km
2mr? —§ " 2m-6370° —200000

Dosadime za v do vzfahu @,

V=

§=2nr

Letec uvidi povrch Zeme s rozlohou 200 000 km* z vysky 5 km.

Uréi povreh gulového pasu a objem gulovej vrstvy, ak si dané polomery podstav p, =112cm,
P, =3.2cm, polomer gule r =13 cm, pricom stred gule neleZi vo vnutri vrstvy.

v=Ex-—y Na vypoet Sa V potrebujeme zistif vysku gulovej vrstvy,

x=yrf —pl =137 =327 =126cm  ViSku urtime z pravouhljch o,
- trojuholnikov ASB a CSD A B

y=yrt=p} =y137 1127 26,6 cm _

v=x-p=126-66=6cm Pz g 1oy,

Vypocitame objem

TV a2 S & T
V= . (3p] +3p; +v°) S

=RT.6'(3-11.2’ +3:327 +6) =1 391,85 cm’

S =2mv=2m-13-6 =490,1 cm* Vypotitame obsah
gulového pésa.

Pas ma obsah § =490,1 cm” a objem gulovej vrstvy je ¥ =1 391, 85 cm .

152



S - T T ™

Obsah kapitoly:

32. Suradnice bodov a vektorov v rovine a priestore Q Sistova siradnic,
suradnice bodov
0 Vektory

Tato kapitola (i kapitoly €. 33, 34) patria do ¢asti matematiky nazyvanej analy-
O Operacie s vektormi,

tickd geometria. Analytickd geometria transformuje geometrické problémy na
algebrické, t. j. ulohy riesi algebrickym aparatom (riesenie linearnych a kvadratic-
kych rovnic, nerovnic, ich siistav ..., pouZiva vektory a opericie s nimi) a vysledok O Suradnice vektoroy
potom opiil geometricky interpretuje. Aby sa mohli geometrické problémy transfor- Q Zhrnutie poznatkoy
movat na algebrické, zaviedli sme suradnicovy systém, do ktorého umiestiujeme o vektoroch,
geometricky ttvar a opisujeme ho pomocou stradnic bodov. V tejto kapitole skalorny sotin veklorov
spominame aj zaklady vektorovej algebry, dalSej pomocky na opis a rieSenie
analytickych problémov.

uhol dvach vektorov

Sustava suradnic, suradnice bodov

SUSTAVU SURADNIC definujeme takto;
1. Zvolime ZACIATOK SUSTAVY SURADNIC 0.
2. Zaciatkom 0 vedieme priamky x, ¥, z, ktoré nazyvame SURADNICOVE OSI.
3. Osi orientujeme, uréime kladny a zdporny smer osi od zaciatku 0. Osi sa takio rozdelia
na kladnu a zapornu ¢ast (polos). Kladné polosi oznacujeme obvykle Sipkou.
4. Zvolime JEDNOTKY na osiach.
V tomto texte budeme pouzivaf take sistavy, ktoré maju osi navzajom kolmé a jednotky na vSetkych osiach rovnako dlhé.

Podla toho, kde sa pohybujeme a pracujeme, definujeme prislusny pocet osi. Kvoli jednoduchosti si ozna¢ime:
» priestor na priamke E, (jednorozmerny priestor),

» priestor v rovine E, (dvojrozmerny priestor),

« priestor, v ktorom Zzijeme E, (trojrozmerny priestor).

» av priestore E, definujeme jednu os x, vE, dve osix,yavE; triosix, y. z.

Kazdému bodu A sa priraduje:

« vE, cislo reprezentujice jeho suradnicu x ,. Zapisujeme A[x , |

» vE, usporiadana dvojica alebo dve saradnice x , . v ,. Zapisujeme A[x ,, v, }

« vE, usporiadana trojica alebo tri siradnice x ,, v ,. z ;. Zapisujeme A[x ,, v ,.2z,]

Pritom [x ,] €R.[x,.»,]1€R% [x,,»,.2,1€R’.

Pr.1 P2 ) Pr.3 |
Znazorni body Znazorni body A4, [1, 2], Znazorni body 4, [3, -1, 1], 1
A (1], 4, [4], 4, [-2], A 214,123, 4,12,0,0], 4, [2,3,0], |
A,[10], 0101 VE, . 4,[V2.42].0(0,0]VE,. 4, [0,0,2],0[0,0,0]vE,. |
Y |
A 4 1
28 \
A, 2 t---3171 3 |
sy S o |
4s | 4, A4, E ity 24y

21 01 .2 3 4z Z <1 O 1 2%
-7 ﬁ: ] o A 1
S T ERT 1 ; i 2 - ':
21 | {CEVEIRE: ‘

......... EAs i i,"’
2 T |
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Vektory

Pri definovani pojmu vektor vychadzame z pojmu orientovana
usecka.

ORIENTOVANA USECKA je usecka, ktorej krajné body maju urce-
né poradie, ¢iZe jeden krajny bod je oznaceny ako ZACIATOCNY
BOD, druhy krajny bod je oznaceny ako KONCOYY BOD.

VEKTOROM nazyvame mnozinu vietkych suhlasne orientova-
nych tiseéiek s rovnakou dizkou. Vektory oznacujeme malymi
pismenami a nad ne umiestiujeme Sipku, napr. u, v, w.

Jednotlivé orientované usecky, ktoré reprezentuju (predstavuju)
vektor 7, nazyvame UMIESTNENIE VEKTORA 4,

<5/§//
p

RUEEIG

VELKOST VEKTORA 1 je vel'kost kazdého jeho
umiestnenia a oznacujeme ju |ii| =|4B|.

NULOVY YEKTOR @ je kazdy vektor,
ktorého velkost sa rovna nule. Piseme || =

Vektory v a v sa nazyvaji KOLINEARNE, prave vtedy, ked ich
Tubovol'né umiestnenia s navzajom rovnobezné.

Vektory u, ¥, w sa nazyvaju KOMPLANARNE prave vtedy, ked'
po ich umiestneni v spoloénom pociatku leZia v jednej rovine.

Operdcie s vektormi, uhol dvoch vektorov

SCITANIE VEKTOROV # a v: Najprv vektor # umiestnime tak,
aby jeho zaciatoénym bodom bol bod A a koncovym bodom
bol bod B. Potom umiestnime vektor v tak, aby jeho
zaciatoénym bodom bol bod B a koncovym bodom bol bod C.
Suétom vektorov i a v je potom vektor w =u + V.
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Ak je A zaciatoény bod a bod B koncovy,
hovorime o orientovanej usecke AB. Kvoli
znazorneniu umiestiiujeme pri koncovom
bode Sipku.

AB
A/

Orientované tseéky AB a CD znazornené na
obrazku nazyvame SUHLASNE ORIENTOVANE
USECKY, pretoZe obe leZia v tej istej
polrovine ur¢enej priamkou <> AC.

/B rc/,ﬂ

Orientované usecky AB a CD znazornené na
obrazku nazyvame NESUHLASNE ORIENTO-
VANE USECKY, ak obe lezia v opaénych
polrovinach uréenej priamkou «» AC.

Séitanie vektorov méZeme rozsirit na lubo-
volny koneény pocet vektorov. Pre séitanie
vektorov plati komutativny aj asociativny
zakon.




NASOBENIE VEKTORA % CISLOM k: Ak je k Tubovol'né realne éislo au
fubovol'ny vektor, tak ich sucinom je kazdy vektor v, ktory ma
velkost |¥| =]k[-|e?]. Pre k >0 je vektor ¥ stihlasne orientovany s u,
pre k < 0je vektor ¥ nestihlasne orientovany su. Zapisujeme: v = kii.

Ak sa k =—1, dostaneme vektor (—1)-v =—¥. Tento vektor nazy-
vame VEKTOR OPACNY K VEKTORU V. Vel'kost vektora v a vel'kost
vektora —7 je to isté ¢islo. Zapisujeme: [v| = |-7|

ODCITOVANIE VEKTOROV # a v: K vektoru u pripoéitame vektor
opaény k vektoru ¥. Zapisujeme: w =1 —¥ =1 + (—V).

UHOL DVOCH NENULOVYCH VEKTOROV, ktoré maji umiestnenia
ii =AB a7 = AC, je konvexny uhol ¢ =< BAC, kde ¢ & (0°,180°).

Suradnice vektorov

Vektor AB mozeme symbolicky zapisat takto: AB=B-A.

*« VE,: Akjeu =AB Tubovolny nenulovy vektor so zaciatocnym
bodom A[x , | koncovym bodom B|[x ; | tak ma suradnicu
U, =(x, —x,). Zapisujeme:u(u, ).

+ VE,: Akjeii =AB lubovolny nenulovy vektor so zadiatoénym
bodom A[x ,. v, } koncovym bodom B[x ;. v; ] tak méd
suradniceti, =x, —X ,, U, =y, — ¥ ,. Zapisujeme:u (u, ;u, ).

* VE,: Akje u = AR Tubovol'ny nenulovy vektor so za&iatoénym
bodom A[x ,, v,z ] koncovym bodom B[x . v,.z, ] tak
ma suradnice i, =X, =X Uy =¥z =¥, U3 =I5 —Z .
Zapisujeme: u(u;iuyiu;)

Zhrnutie poznatkov o vektoroch, skaldarny sicin vektorov

V tabulke je zhrnutie poznatkov o vektoroch v jednorozmernom,
dvojrozmernom a trojrozmernom priestore:

Vektoryu a v = ) V=) | d =) V=, v,) 4=y gy ) ¥ =00 vy ¥5)

Ak sak =0, tak v =0-i = 4.
Aksau =5, tak vV =k -6 =0.

o Al e S
A' M—)
Asineil A u B

Ak je aspon jeden z dvoch vektorov
nulovy, ich uhol nedefinujeme.

Pre nenulovy vektor plati:
vr, 5=(0)

v, 6=(0,0)

VI, 5=(0,0,0)

Cislau, ,u, ,u; nazyvame
SURADNICE VEKTOROY alebo
aj ZLOZKY VEKTOROV,

Velkost .vektora i |E = \/: |l7 | = ui +u}

| = ui +ui +uj

Rovnost vektorovii av | i =V & u, =v, |0 =7 &u, =V Ally =V, U=V U =V Ally =Vy Ally =V,

Sucet vektorov av | a+¥ =(u, +v) | G+V=(u, +vy.uy +v,) | @+F=(u +v,uy +vy.0; +7;)

Opaény vektor k & =i =(-u;) | =i =(-u,.—u,) ===t ,—ly,—ly) |

Rozdiel vektorova av | =V =(u, —v,) | 4 =7 =(u, —v, .Uy —=V,) U=V =(u, —v iy —Vy, Uy —V¥5) :
| k-nasobok vektora i i k-u=C(ku,) | keu=(ku,, ku,) [ ke =(ku,, kuy, kuy)
Skakay 2tm w-v=upy U-V=uv, +u,v, WV =y v+ U vy FUYy

vektorovira v
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SKALARNY SUCIN vektorov u a v sa definuje aj takto:
v =|il-[v] cosg

Pre uhol @ nenulovych vektorov u a v plati:

KRITERIUM KOLMOSTI VEKTOROV: Dva vektory i a ¥ st kolmé
prave viedy, ked'u - v =0At #0A 7 #0.

* akcosp =0.tedaak@=90°.

Pr. 4
Dané su vektory i =(2; -3), 7 =(3; 5). a) Uréi velkost tychto vektorov. b) Zisti, i sa tieto vektory

¢) Vypoéitaj ich sucet. d) Vypoéitaj ich rozdiel. e) Uréi vektory opaéné k tymto vektorom. f) Uréi siirad-
nice vektorov 34, /27, g) Vypocitaj skalarny suéin tychto vektorov. h) Vypoéitaj uhol tychto vektorov.

A)fi|=y2* +(=3)" =VI3.[5|=V3" +5? =38 b)Q#3A-3%5) i %7

u+i=w=(52) Diu-7v=7=(-1;-8)

v2)

L

e) -l =(=2:3),—7 =(=3 —5) 03 =(6:-9), V2.7 =(3v2:
i -9

g)ii 7 =2-3+(=3)-5=-9 R)gokp= [l Vi3-v34
ir ;

g =p=115°32
li

Pr. 5
Dané su vektory #(1; 2; —4) a (0; 0; 1): a) Urci vel'kost tychto vektorov. b) Zisti, & sa tieto vektory T

¢) Vypocitaj ich sucet. d) Vypoéitaj ich rozdiel. e) Uré vektory opacné k tymto vektorom. f) Uréi surad-
nice vektora 3. g) Vypoéitaj skalarny suéin tychto vektorov. h) Vypocitaj uhol tychto vektorov.

a)|f;|=,/|*+22+(—4)‘ =21 [7| =V0? +0% +17 =1 =1

D)1 20A220A-d2])=u =7

u+i=w=(1;2-3) Du-v=2=(1;2:-5)
e)—u=(-1;=24), =7 =(0:0; =1) )3u=(36-12)

iV -4 4

pl Ve vt

g)u-V=10+2:0+(-4)-1=—-4 h) cos = =150° 4
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33. Priamka a rovina

Séradnice bodov, vektorov, stred usecky
a dizka ésecky v rovine

Uréovanie suradnic bodov a vektorov sme si uZ ukazali v kap. €. 32.

SURADNICE BODOV zapisujeme takto:
Alx . ¥, ], Blxy, 5 lalebo Cle, ., ¢, ]a pod.
Bod X zapisujeme X [x ,, ¥, | alebo tieZ X [x, v]

SURADNICE VEKTOROV zapisujeme takto:
alu, .u,).v(a, b)atd.

Ak A[x ..y, ] Blxy, vy } tak STRED S|xg, ys |

o X, ¥Xg Vy+¥
USECKY AB mozno uréif takto: S —-'2—8, ——'-—-_}—"]

. : A+ B
Symbolicka rovnica pre stred Usecky je S = e

Ak A[x ,. v, ], Blx,. vy | tak DLZKU USECKY AB,
ktorti oznaéujeme | ABl, uréime takto:

.-IB:,=\|'II(.\‘I|'—,\'3 ¥ +(V,,—¥p )55 fl['\'g "-\'4}:"‘(,"'3"-"1)2

Dizka usecky je rovnaka, ¢i ju meriame od bodu A k bodu B alebo od
bodu B k bodu A. Preto su v predchadzajucom vzfahu uvedené dve
moznosti uréenia dizky.

Parametrickd rovnica priamky, polpriamky
a usecky v rovine

» Nech je priamka p uréend bodom
Alx ,, ¥, ]Jasmerovym vektorom
u(u, u;). A

Umiestnenie vektora u
zvolime takto: A s

Teraz chceme opisat kaZdy bod X[x, y] priamky. Na priamke
vidime kolinearne vektory AX=X-Aai. O tychto vektoroch
plati AX =1 (pricom ¢ € R), €islo ¢ nazyvame PARAMETER.
Symbolicky sa da prepisat tato rovnica na rovnicu X —A = tu a po
uprave na X = A+ tu.

Rovnicu p: X = A+ tu, pricom ¢ € R, nazyvame
PARAMETRICKE VYJADRENIE PRIAMKY p.

Tito symbolicki rovnicu moéZeme rozpisat

eR.

: ; X=X, +u
pomocou stradnic p: .
y=y, +iu,

0Obsah kapitoly:

0 Saradnice bodov, vektorov, sired dsecky
o dizko dsecky v rovine

{1 Parometricka rovnica priamky, polpriamky
o Gsecky v rovine

1 Vseobecna rovnica priamky v rovine

Q Smernicovy Ivar rovnice priomky v rovine

0 Usekovy tvar rovnice priomky v rovine

1 Vzdajomna poloha bodu o priamky,
vzdialenost bodu od priomky v rovine

0 Vzajomnd poloha priamok,
polpriamok o Useciek v rovine

) Odchylka dvoch priomok v rovine

0 Soradnice bodov, vektorov, sired secky
a dizko vsecky v priestore

) Parametrickd rovnico priamky,
polpriomky o Gsecky v priestore

1 Porametricka rovnico roviny

Q Vieobecna rovnica roviny

0 Normalovy vektor roviny
Q Zvlastne polohy rovin
0 Vzdjomna poloha bodu o roviny
0 Vzajomna poloha dvoch priamok
v priestore
2 Vzdjomna poloha priomky o roviny
1 Vzajomna poloha dvoch rovin
Q Vzdialenost bodu od priomky v priestore
2 Vzdialenost bodu od roviny
0 Vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin
0 0dchylka dvoch priomok v priestore
0 Odchylka dvoch rovin
0 Odchylka priamky od roviny

Bod X je lubovol'ny bod priamky p,

bod A je uréujiici bod priamky p,

i je smerovy vektor priamky p,

t je parameter, ktory nadobiida hodnotu
kazdého realneho éisla,
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* Ak je priamka p urGena dvoma roznymi bodmi A[x aa Vgl ; v
Blxy, », ) tak postupujeme obdobne. Uréime smerovy vektor /4_(’;'/—}/
i = B— A a napiSeme symbolickii rovnicu priamky p v tvare ALY
X=A+1(B-4).1eR

RozpiSeme ju pomocou stiradnic a dostaneme
X=x,+Ul{x; —Xx
: { 4t 1xp =X4) ,teR.

=y +I(J'a —}'4)
Predchadzajlicimi rovnicami mozeme opisat aj polpriamku — AB, Priamku, polpriamku i dsecku charakte-
aj usecku AB. Rovnica X = A+ 1(B—A), 1 € (0, ), je PARAMET-  rizujeme rovnakymi rovnicami, lisia sa
RICKYM VYJADRENIM POLPRIAMKY > AB. len mnozinami, z ktorych vyberame
Rovnicu X = A+ (B~ A), 1 €(0,1), nazyvame PARAMETRICKE ~ parameter.
VYJADRENIE USECKY AB.

Vseobecnd rovnica priamky v rovine
Vseobecni rovnicu priamky p v rovine ziskame vylucenim parametra z parametrického vyjadrenia.

VSEOBECNA ROVNICA PRIAMKY p mé potom tvar p: ax + by + ¢ =0, pricom x, y su suradnice
lubovolného bodu priamky p, koeficienty a, b, ¢ sii také realne cisla, 7e [a, ] # [0, 0].

Pr. 1
" S B e ; x=2+31 ,
Priamka p je uréena parametrickym vyjadrenim p: 3-2¢ 1 € R. Uréi jej vSeobecnu rovnicu.
y=3-2
x=243t [2 Ea Rovnice vhodne vynésobime tak, aby
y=3-2t (-3 sa po ich s&itani vylidl parameter,
2x+3y=2-24+3-3
2x+3y-13=0
pi2x+3y—13=0
bez . s w 3
Priamka p je uréena bodmi A[2; 3], B[S; 1]. Uréi jej vieobecnu rovnicu.
pax+by+c=0 Napiseme predpokladany tvar rovnice priamky.
A€pe2a+3bte=0 Dosadime suradnice bodov do rovnice priamky.
g @M(—ﬂ) Dostali sme sustavu dvoch rovnic s tromi neznamymi
2a+3b=~c Zi) a, b, c. Vyriedime ju tak, Ze ¢ pokladdme za parameter.
Satb=-c [(=3) 0]
-13a=2¢
2c ; .
a= =T Dosadime za a do rovnice (.
1 +b+c=0
13
b= —13—; Dosadime za a i b do rovnice priamky p.
2c Je 13 Priklad by sme mohli riesif aj tak, Ze najprv uréime parametrické
T 13 yte=0 /(-13) vyjadrenie a z neho uréime vieobecni rovnicu priamky.
2ex+3cy—13¢=0 /[ic Ak porovname vysledok tohto prikiadu s vysledkom predchadzajiceho,
p2x+3y—13=0 zistime, e ide o 1 istd priamku dand réznymi spésobmi.
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Vo vSeobecnej rovnici priamky su koeficienty a, b siradnicami tzy.
NORMALOVEHO VEKTORA 71 priamky p. Normalovy vektor n(a, b)
s vektor kolmy na smerovy vektor i priamky p.

Vz{ah medzi normalovym vektorom s a smerovym vektorom u priamky p:
Ak n1(a, b), tak i(—b, a) alebo s (b, —a).

Vietky moznosti, ktoré mozu nastat vo vieobecnej rovnici priamky
g ax + by + ¢ =0 pre premenné hodnoty koeficientov a, b, ¢, su
v tejto tabul'ke:

Musi platit 7 -u =0 (pretoze
vektory su kolmé), co je
splnené (a-(=b) + ab =0).

a=0,b20,¢=0 a=0b20c#0
p:by=0resp. y =0 pby+c=0resp. v =g¢q
Rovnica je rovnicou priamky

rovnobeznej s osou x.

Rovnica je rovnicou osi x.

| a0, 5=0,¢=0

prax =0resp. v =0

Rovnica je rovnicou osi y.

»4
v =
] p
] | q

| X I 2 X | x
az0,b=0,c#0 az0,b#0,c=0 ‘aatl).b#().c#l)
piax+c=0resp.x =r piax + by =0resp. v = kx | prax +by+ce=0resp.y=hkx+q |

Rovnica je rovnicou priamky, Rovnica je rovnicou priamky, ktorej
Rovnica je rovnicou priamky | ktora prechadza zaciatkom | poloha v sustave stradnic je uplne
rovnobeznej s osou y. sustavy suradnic. . Tubovol'na. |
= | | .
F{Jﬁf’ J‘ ///; ‘ X ¥
r
it | q |
*Ii * X I X l : :
Smernicovy tvar rovnice priamky v rovine
SMERNICOVY TVAR ROVNICE PRIAMKY pje p: v = kx + ¢, pricom k, ¢ € R.
Koeficient k sa nazyva SMERNICA PRIAMKY. Smernicovy tvar ziskame zo vieo-
becnej rovnice priamky p: ax + by + ¢ =0t ak b # 0, celi rovnicu mézeme delit
b : dost @ e a ¢ Priamku nemozeme uréit
a po uprave dostaneme y = ——x—— kde k =—— g=——. 5 i :
PR ’ DL b g b smernicovym tvarom, ak je
Smernicovy tvar rovnice priamky suvisi s pojmom smerovy uhol o, lebo rovnobezna s osou y (b =0).

smernica k je definovana tieZ ako k = tg o. Uhol o € (0°,180°); o # 90°.

SMEROVY UHOL o je definovany ako kladny orientovany uhol, ktorého zaciatoé-

nym ramenom je kladny smer osi x a koncovym ramenom je ¢ast priamky p.
Mozu nastat tieto pripady:

Orientacia uhla je
oznaéena sipkou.
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Ak je priamka p uréend bodmi A[x ,, v . Blx,, v, ) tak
SMERNICOVY TVAR ROVNICE PRIAMKY p méZeme vyjadrif v tvare
piy=y, =}"’——J—"-(x—x,): prifomx, # x ,.

Xp —Xu
Tento tvar vyplyva z nasleduijiicej uvahy (pozri obrazok).

Pretoze A ACB~A ADY, plati 224 = Y8 V4

X=X, Xp—X,

Upravou dostaneme vyssie uvedenti rovnicu

Kazdy tvar rovnice priamky p sa da
= ¥g =V R = :
y=v, =ys—ii‘(x-x,),vktorej k=tgo=22"24 matematickymi operaciami upravit na
o e % ktorykol'vek z moznych tvarov.

Usekovy tvar rovnice priamky v rovine

Ak pozname Useky p a g, ktoré priamka p vymedzuje na osi x

a na osi y (usek je vzdialenost prieseénika priamky so suradni-
covou osou od zaiatku sustavy stradnic), moZeme napisaf pre
tiito priamku USEKOVY TVAR ROVNICE PRIAMKY

X :
I g =1, pricom p £ 0a g # 0.
P q

Vzdjomnd poloha bodu a priamky, vzdialenost’ bodu od priamky v rovine

Ak je dana rovnica priamky p a bod A[x ,, v, ) tak:
* A lezi na priamke p, ak jeho siradnice vyhovujii rovnici priamky

(po dosadeni do rovnice dostavame pravdivy vyrok o rovnosti cisel),
* A nelezi na priamke p, ak jeho suradnice nevyhovuju rovnici priamky.

) jax, + by, +c¢
VZDIALENOST (4, p) BODU d[x ,, v, ]OD PRIAMKY p: ax + by + ¢ =0je v( 4, p) = —
va  +b°

Vzdjomnd poloha priamok, polpriamok a sediek v rovine

Vzajomnu polohu priamok, polpriamok a useciek v rovine uréujeme tak, Ze hfadame ich spoloéné body
a zistujeme, v akom vztahu su ich smerové, pripadne normalové vektory. Analyticki problematiku takto
transformujeme na rieSenie algebrickych linearnych rovnic a ich sistay.

Priamky p a g su:
ROVNOBEZNE ROZNE prave vtedy, ‘ ROVNOBEZNE ZHODNE
| ked prax+by+c=0,
g kax+ kby+e¢" =0 ke 2 ¢”; prax+by+c =0,
. keR

Piseme png=@. Pifeme png=p=gq.

(TOTOZNE) prave vtedy, ked'

q: kax + kby+ ke =0 k eR.

—

ROZNOBEZNE ROZNE prave vtedy,
ked p:a,x + b, y+¢, =0, i
g a,x+b,y+c, =0, ¢ize ked |
stic¢asne neplati niektora rovnost

| @ =ka,, b =kb,, pricomk eR. ‘

Piseme png={P}, kde Pje
PRIESECNIK priamok.




—

Pr.3

Pr.4

s

a) Uréi vseobecnu rovnicu priamky p = «» AB, ak A[2; -3], B|1;0}.

b) Uréi smernicovy tvar priamky p. ¢) Uréi normalovy vektor priamky p.

d) Uréi smerovy vektor priamky p. e) Ur¢i smernicu priamky p.

f) Uréi smerovy uhol priamky p. g) Zisti, ¢i bod C[0; 3] lezi na priamke p.

h) Zisti, ¢i bod D|l; 3] lezi na priamke p. i) Urci vzdialenost priamky p od bodu D.

a)pX=A+1(B-A).teR g) p3x+y-3=0 Dosadime stiradnice bodu C
x=2-t [3 3-:0+3-3=0 do rovnice priamky,
y==3+3t 0=0=Cep

p:3x+y=3=0 h) p:3x+y-3=0 Dosadime sradnice bodu D

b}p:j"‘"f)’_‘}:[':"”:":_3"'*'} 3:1+3-3=0 do rovnice priamky.

¢) napr. a(3: 1) 320=Dep

d) napr.u(-1:3)

s 3:1+3-3 310
e)k=-3 i)\'(f).,fi):I 1=i=‘_\_|9
Niga=-3=a=108°26 NEEITER T (1

Uréi rovnicu priamky, ktora je kolma na priamku p: 3x + y—3 =0a prechadza bodom E[2; 3].

p3x+y-3=0 Normalovy vektor priamky p je 7( 3: 1). Ak maji byt priamky kolmé,
musia byf kolmé aj ich normalové vektory, teda 7 - m = 0.
qg—-x+3y+c=0 Normalovy vektor priamky q je m(—1:3).
Eeqe-2+494+c=0 Dosadime do rovnice priamky q suradnice bodu E.
c=-7
g—x+3r=-7=0 Zdpis mbzeme upravif aj na tvarg: x -3y +7 =0

Dané su priamky p, g. Uréi ich vzajomnu polohu.
a) pr2x+3y+6=0g:4x+6y+14=0

b) p2x+3y+6=0,g:4x+6y+12=0

€) p:2x+3y+6=0,g:4x-3y+6=0

a) Pretoze 4 =2-2A6=2-3 A14 #2-6(vieobecne a, =2-a; A b, =2-b, Ac, #2:¢,),
priamky p, g su rovnobezné (p || g).

b) Pretoze 4 =2:2A6=2-3A12=2-6(vSeobecne a, =2-a; A b, =2-b Ac, =2-¢,),
priamky p, g su totoZné (p = q).

¢) Pretoze 4 =22 ale -3 # 2-3 (vieobecne a, =2-a,, b, #2-b,),

priamky p, q st roznobeing,

2x+3y+6=0
4x-3y+6=0
6x+12=0
x==2
4 4+3v+6=0 Dosadime za x do druhej z rovnic
" 3p=-3 a vypotitame druhi sradnicu prieseénika.

Urtime priese€nik priamok.
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Pr.b
Uréi spoloény bod priamky AB, pricom A[3; 5], B[—1: 4], a useéky CD, pricom C[2: 4], D[6; -2

x=3-41 Uréime parametrické rovnice
e AB:X = A+1(B~A).1eR HAB:{ .1€R e
y=5—1¢ priamky a Useéky.
x=2+4
CD:X =C+r(D-C),re(0,1) cp:{ " re(on)
y=4-6r
3-41=2+4r Riedime ststavu 4 rovnic so 4 nezndmymi, ktord porovnanim x a y
5—-t=4-6r transformujeme na sustavu 2 rovnic s 2 neznamymi.
—41—4r=-1 za
—t+6r=-1 [(-4)
-28r=3
3
F=—-—
28
re(0,1)= e ABACD =@ Priamka AB a Useéka CD nemaju Ziadny spoloény bod.
Pr.7
ok : x=2+5t g
Zisti, ¢i polpriamka p: 143" kde 1 € (0, s<), pretina priamku ¢: x + 3y —8 =0.
y=- ! 7
2+5t+3(-1+31)-8=0 Chceme zistif spoloéné body polpriamky a priamky, preto x a y
2+51-3+91-8=0 z parametrického vyjadrenia polpriamky p dosadime do rovnice
14r=9 priamky q.
9
t=—
14
1e(0,)=png# D Prienikom priamky a polpriamky nie je prazdna mnozina.
ot 7
14 14 Urgime stradnice ich prieseénika, a to tak, Ze dosadime vypoditant
=iy E = _1__3' hodnotu parametra { do parametrického vyjadrenia polpriamky.
14 14 73 13
Priamka ¢ a polpriamka p sa pretinaju v bode P[ I_z ]—4}
Odchylka dvoch priamok v rovine

Dané s priamky p: @, x+ b, y+ ¢, =0, g a,x + by ¥+ ¢, =0. ODCHYLKU ¢t PRIAMOK p a ¢
uréime pomocou ich normalovych vektorov. Pretoze odchylku o definujeme ako uhol &t  (0°, 90°),

= ; s : a,a, +b,b,|
Cize cos o 2 0, musi byt v ¢itateli vzfahu absolitna hodnota: cos ot = =

\;'[af - bf -\{af + h:?
Pr. 8
Ur¢i odchylku priamok p:5x —p+7=0a¢:2x -3y +1 =0
I5:24(=1)-(-3)| [10+3] 13 1 <P )
= = — =—=0 =45°

V52 (1) {22 + (23 "3 132 2 2

cosal =

Pri uréovani vnutornych uhlov trojuholnika (a tiez iného rovinného utvaru) nemozeme automaticky vyuzivat
odchylku priamok, na ktorych lezia strany trojuholnika. Vyhodneisie je pouzit odchylku vektorov. (Odehylka
priamok o € (0°,90°), no jeden z vnitornych uhlov trojuholnika, resp. odchylka vektorov, moze patrit do
intervalu (0°, 180°)).
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P9

Dany je trojuholnik ABC: A[5:6]. B[-2:4].C[6: ~1].

a) Uréi parametrické a vieobecné rovnice priamok, na ktorych lezia strany a, b, ¢ trojuholnika ABC.
b) Uréi rovnice priamok, na ktorych leZia vysky v, ,v,. v, A ABC,

¢) Ur¢i priesecnik P vySok A ABC.

d) Uréi rovnice priamok, na ktorych leZia taznice r,, 1, A ABC.

e) Urci suradnice faziska Takor, Nr,.

f) Urci vel'kosti vysok.

g) Uréi vel'kosti vnutornych uhlov A ABC.

a)aX=B+1t(C-B)1, R

x==2+8 [5 E
y=4-51 /-8

a:Sx+8v-22=10 B
bX=A+1,(C-A).1, eR
x=5+1,
y=6-T1, p

b:Ix+y—-41=0
c:X=A+1;(B-A).t; eR

x=5=-Tt,
y=6-21,
o dx—Ty+32=0 Smerovy vektor strany je normalovym vektorom vysky na tuto stranu.
b)v,:8x—-5y+c, =0 vix=Ty+¢c, =0 voiTx+2y+c; =0 C
Aev, ©40-30+¢, =0 Bev, &-2-28+c¢, =0 Cev, ©42-2+4¢, =0
¢, ==-10 ¢, =30 c; =—40
v, 8x—5y-10=0 v, ix—Ty+30=0 v.:Tx+2y-40=0
8x—-5y-10=0 :
c) Staci uréitv, mv ,, pretoze vietky vysky sa pretinajl v jednom bode.
x=Ty+30=0
220 250
X=—y=—
51 51
220 250
v, NV, =V, OV, NV, = P[—. —:”
51 51
s, [2. %} 5 [%g] Zovatahov S, =§g£.s, =i‘_2‘£ureimasaradnsces:mdovstran ab.
1,:X=8,+1(4-58,)1 €R 1,:X=8, +4,(B-8,).1, eR
x=2+31 X=E_E,,
3 9 2 2
p=—+—t
77373 y=§+§r:
t,:3x~2y-3=0 il
1,:x+5y—18=0
2+ 31, _-1—1—12.', E
¢) 2 2.°
§+gl =§+§ ; Porovname parametrické vyjadrenie faznict, , t, . Dostaneme tak sustavu
R S dvoch rovnic s dvoma neznamymi. Vypoéitame aspofi jednu nezndmu
2 sl a dosadime naspaft do rovnicpre x a y.
, ==
3

x=3,y=3= T[3:3]
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|SA5+8-6—221 St . ) A& " 1
e = Pri uréovani vzdialenosti bodu Al x ,, y , ]a priamky p: ax+by +¢ =0
AR G e @ty
[7-(-2)+4-41] s m-iwanmzrahvmm:*:— ——
————— = v
N49+1 v 50
2-6-7-(-1)+32] 51 .
M TR, B e PR o S
N4 +49 V53
%%T%_TT_C-A =(1,-7),B—A=(-1,-2). Pri urovani vemgm(_ vnatornych uhlov vyuzivame
S vafah cosa = =
cosaL = 18 =—7—=>u. =82°11 li|-[7] ;
50:53 Bi )

Dy, =v(4,a)=
v, =v(B, b)) =
j je skratka jednotky.

v =vC,c)=

g) coso =

J504/53
_(4-B)(C-B)
4-B[IC-B
56-10 46 e
cosP = - = B =47°57
P J53./89  /53-89
(A-C)-(B-C)
|4-C|-|B-C
S 8435 __ 43 . _49esy

J504/89  /50-89

osP L A-B=(7,2.C-B=(8-3)

cosy = LA-C=(-1,7).B-C=(-8,5)

CB

Kontrolou sprévnosti je o +f +v =180° a to plati:
82° 11/ +47° 57" +49° 52" =180".

Suradnice taziska T'[x ;. , v Jtrojuholnika ABC, ktorého vrcholy sit dané, mozeme vyjadrit aj nasledujucim sposobom.

Xy+Xg+Xxs YotV t)
Au[x,..yA1.B{x,.y,l.cm.ycl.mkr[ i B G )‘]. A

3 3

Dokaz:3S,T =S, A
NT-S,)=A-S,
3r-35, =A-S, ' B

3T=A+28, Dosadime za S, 52
3T=A+ZB;C :

IT=A+B+C

Attt Symbolicka rovnica pre siradnice taziska trojuholnika ABC. c

3

Siradnice bodov, vektorov, stred isecky a dizka dsecky v priestore

SURADNICE BODOY zapisujeme takto: A[x ;. ¥ 4,2 4|, Blx g, vy, 2 |alebo
Cle,, ¢, ¢y ]a pod. Bod X zapisujeme X[x,,¥,,2, |alebo tiez X[x, y.z

SURADNICE VEKTOROV zapisujeme takto: 4 (u, ,u, . u, ), ¥(a, b, c) atd.

Ak Alx ,, ¥ 240 Blxy, vy, 25k tak STRED S[x, Vs, Z5 | USECKY AB moZno urcit takto:

14t +
S[x 4 ; ud B4 5 Vs, 24 > “b_| symbolicka rovnica je v priestore taka ista ako v rovine.
AKA[X 4, ¥4, 24), Blxg, ¥y 2 } tak DLZKU USECKY AB, ktori oznacujeme [ 4B uréime takto:

W’!ﬂ{@**a): "“(-VA Vs )2 +(z, "zﬂ)z =J(xs _x‘)z +(vs _J’a)z +(z _z‘):.

164




Parametrickd rovnica priamky, polpriamky a ésecky v priestore

= Nech je priamka p uréena bodom A[x ,, ¥ ,, = , | a smerovym
vektorom i (u, , 15,15 ). Rovnicu p: X = A+ ui, pricom/ € R,
nazyvame PARAMETRICKE VYJADRENIE PRIAMKY p v priestore.

Tuto symbolicki rovnicu mozZeme rozpisat pomocou suradnic Parametrické vyjadrenie
Xx=x,+mu priamky v symbolickom tvare je

piay=y,+m,, 1R rovnaké v rovine aj v priestore.
=z, 4y

* Ak je priamka p uréena dvoma réznymi bodmi
Alx ,, ¥, 2, Blxy, ¥, .z, ) tak parametrické vyjadrenie
priamky v symbolickom tvare je p: X = A+ (B-A),t eR.
Ak ho rozpiseme pomocou suradnic, dostaneme

X=X T 89 =) POZORI!! Vieobecny,
piy=y,+1(yy—-y,). 1eR smernicovy ani isekovy tvar
z=z,+Uz5-2,) rovnice priamky v priestore
Pre polpriamku a use¢ku existuji v E; rovnakeé rovnice ako pre priamku: NEEXISTUJE!!

X=A+mu,X =A+1(B- A), lisia sa len oborom hodn6t parametra 1.
Pre polpriamku ¢ & (0, =), pre tsecku 7 € (0,1).

Parametrickd rovnica roviny

Rovina moze byt v priestore uréend:

tromi roznymi bodmi, ktoré | dvoma roznobeznymi dvoma réznymi rovno- | priamkou a bodom,
neleZia na jednej priamke priamkami beznymi priamkami ktory na nej nelezi
C P 7 P P 4 P
a4 | &
- B P
| e —— | —_—
+ . P . q I r

Vsetky tieto pripady sa daju transformovat na urcenie roviny p bodom
Alx . v,.2, ]advoma nenulovymi vektormiu (1, ,u, u;)

av(v,, vy, v, ) priComu # k-¥ak €eR.

Chceme opisat kazdy bod X roviny p. Urime vektor X — A, kiory méze-
me ziskat aj tak, Ze vektory u#, ¥ vynasobime vhodnymi realnymi islami
a tieto nasobky vektorov# a v séitame. Dostaneme X — 4 = fii + sV .

Pre kazdy bod X [x, y, z] roviny p teda plati ¥ = A + tu -+ 57, priom
1, s € R (s0 to tzv. parametre). Tato rovnica sa nazyva symbolicka

PARAMETRICKA ROVNICA ROVINY p- Y=x,+ M +50
xX=x, 1 1

Ak ju rozpiSeme pomocou siradnic, dostavame:p: 4 y =y, +tu, +s5v,, fLseR
Z=2z,+hty +svy

Ak je rovina p urena tromi roznymi bodmi neleziacimi na priamke

Alx oV 240 BIx g, y5. 25 Clx, ¥, 2 ) tak jej symbolicka

parametrickd rovnicama tvar: X = A+ 1((B—A)+s(C—A), t.s eR
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Pr. 10
Napi$ parametrické vyjadrenie priamky
p= AB: A[-1:2; -5], B[3: -2: -4]
pX=A+1(B-A) kdereR
x==1+41
pisv= 2-4¢t teR
z==5+1
Pr. 12
Napis parametrické vyjadrenie roviny
p =+ ABC:

A[1:3;-1], B[2:3:3]),C[-2 -5 - 7].

Vseobecnd rovnica roviny

Vylucenim parametrov z parametrickych rovnic roviny p dostaneme
tzy. VSEOBECNU ROVYNICU ROVINY p: ax + by + ¢z + d =0, pricom

a,b,ceRala b c]#[0,00]

Pr. 13
Napis vieobecni rovnicu roviny p, ak je tato

rovina dana parametricky
x= 1+1-3s

p:iy= 3 -8 r1seR
z==1+41-6s
x=1+1-3s/(-4)
y=3 —8s
z==1+41-6s
—4x+z==5+6s [4
y=3-8 [-3 :@)

—l6x+3y+4z+11=0
p:lox =3y —4z-11=0

Normalovy vektor roviny

Da sa dokazat, Ze koeficienty a, b, ¢ vo vSeobecnej
rovnici roviny p : ax + by + ¢z + d =0 su siradnicami
NORMALOVEHO VEKTORA 7(a, b, ¢) roviny p.
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Pr. 1l
Napis parametrické vyjadrenie priamky

p=(Au): A[%0; -3],.u =(-2:4;0).
pX=A+wm, kdereR
[.\' = 2-2

{y= 41,

p:X=A+1(B-A)+s(C-A).kder.s eR
x=1+ 1 -3s
p:iy=3 -8 1s5seR

z==|l+4r-6s

X, % z su stradnice [ubovol'ného
bodu roviny.

Pr. 14
Napis vieobecnu rovnicu roviny p, ak je tato

rovina dana parametricky
x= 2+ t+s
p:qy=-2-1-s tseR

= 3+21+3s

x=2 +1 +5

y==2 —t-s 3)

z2=3+21+3s
prx+p=0




Zvldstne polohy rovin

Suvislost hodnot koeficientov a, b, ¢ vieobecnej rovnice roviny so zvlastnymi polohami rovin:

az0.b=20,c20,d=0
ax+ by+c¢z =0

a#0,b20,c20,d20
ax+by+ecz+d=0
Rovina je roznobezna
s rovinami xy, xz, vz

a neprechadza
zaCiatkom sustavy
suradnic.

Rovina je roznobezna
s rovinami xy, xz, vz

a prechadza zaciatkom
stistavy stradnic.

| a ma rovnicu by + ¢z =0,

a=0b#0,c#0,d#0 | az0,b=0c20,d#0

by+ecz+d=0

Rovina je rovnobezna i
|

ax+ecz+d=0

Rovina je rovnobezna
sosouy. Aksaajd =0,
tak rovina obsahuje os v
a ma rovnicu

sosoux. Aksaajd =0,
tak rovina obsahuje os x

a=0,b=0,¢c20d#0
cz+d=0

Rovina je rovnobeZna

s rovinou xy. Ak sa aj

d =0, tak je to rovina xy.

az0,620,¢c=0d=0
ax+bv+d=0

Rovina je rovnobezna
sosouz. Aksaajd =0,
tak rovina obsahuje os z
a ma rovnicu
ax + by =0.

a=0,b#0,¢=0,d %0

s rovinou xz. Ak sa aj
|

bv+d=0
Rovina je rovnobezna

ax+d =0
Rovina je rovnobezna
| s rovinou yz. Ak sa aj

d =0, tak je to rovina xz. | d =0, tak je to rovina yz.

Vzdjomnd poloha bodu a roviny

Bod je prvkom roviny, ak po dosadeni jeho siradnic do rovnice roviny
dostaneme pravdivii rovnost. Bod nie je prvkom roviny, ak po dosadeni
jeho stradnic do rovnice roviny dostaneme nepravdiva rovnost.

Vzdjomnd poloha dvoch priamok v priestore

Priamky mozu byt v priestore rovnobezné rozne, totozné, roznobeZné

alebo mimobezné (nelezia v jednej rovine).
Pr. 15

Dané st body A[0; 3; 0], B[2; 3;0], E[0; 3;4],G[2: 0; 4], H[0; 0; 4]

Ur¢i vzajomnu polohu priamok:
a) & AH, < BG
b) < BG, <> HG
¢) &> AH, < EB
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a) > AH: X =A+1(H -A4).1eR; & BG:X =B+r(G-B).reR

x=0+0r Smerové vektory oboch x=2+0r Zistime, & bod 2=0+0r=1=2

y=3-3t priamok st rovnaké, priamky v =3-3r Be«:BGneletia] 3=3-3t=1=0, =B e AH
z=0+41¢ st teda bud rovnobeiné z=0+4r napiamke > AH. 0=0+4r=1r=0

i =(0; —3; 4) rozne, alebo totozng. V=(0,-3.4)

Dané priamky su rovnobezné a rozne.

x=2+0r x=0+2s
b)) BG:{y=3-3r reR & HG:iy=0+0s seR
z=0+4r z2=4+0s
u=(0;-34) F=(20,0)
2+0r=0+2s Smerové vektory nie s nasobkom jeden druhého, priamky teda nie st rovnobezné,
3-3r=0+0s mdzu byf len mimobeZné alebo rdznobezné. Porovname jednotlivé siradnice.

0+4r=4+0s
Ori9e =2 =i Hodnoty s =1, r =1dosadime do rovnice . Z rovnice sa stéva pravdivd rovnosf,

“3r-0s=-3 =r=1 teda sistava m4 jediné rieSenie [r, 5] = [1, 1] a z toho vyplyva, Ze priamky su

4r—0s =4 @ Ra e
E=AF0=0 Uréime priesecnik dosadenim r =1do rovnic priamky BG. Rovnaké hodnoty
y=3-3180 by sme ziskali dosadenim s = 1do rovnic priamky HG.
z=0+4-1=4
Priamky < BG a «» HG si roznobezné a ich prieseénikom je bod G[2: 0; 4]
x=04+01 x=0+2r
c)e> AH:{y=3-3r teR S EB:{y=3+0r reR
z=0+41 z=4-4r
u=(0;-34) ¥ =(20.-4)
0+0r=0+2r . Smerové vektory nie st nasobkom jeden druhého, priamky teda nie su rovnobezné,
3-3t=3+0r mézu byf len mimobezné alebo réznobezné. Porovndme jednotiivé stradnice.
0+4r=4—4r

Hodnoty r = 0, t = 0 dosadime do rovnice @, Rovnica @ nie je po dosadeni

0r=2r=0 =r=0 - SR i » _
rovnosfoud - 0+4 -0 =4, teda sUstava nemd rieSenie a priamky nemaju spoloény bod.

=3t-0r=0 =1=0
4r+4r=4 @
Priamky si mimobezné.

Pr. 16
f x=0 x=0
Uréi vzajomnu polohu priamok p:{ y=3-3t AteR;: qiy=3r areR
z=41 z=4-4r
i=(0,-34) v =(0;3,-4) Smerové veklory oboch priamok si navzajom opatné,
priamky su teda bud rovnobeZné rdzne, alebo totozné.
Zistime, ¢ibod [0; 04 | egq 0=0
nelezi aj na priamke p. 0=3-3r=s1=0}; = priamky maji spoloény bod
0=4r =1=0
Priamky su totozné.
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Vzdjomnd poloha priamky a roviny

Pri zistovani vzajomnej polohy priamky p a roviny p mozu nastat tieto pripady:

S —

Priamka p je rovnobezna Priamka p lezi v rovine p, teda Priamka p je réznobeina s rovi-
s rovinou p, teda p Np = @. prp=p. Piseme p Cp. noup, teda pnp={P} bod Pje
Piseme p | p. prieseénik priamky p s rovinou p.

|
|
i

[ -~ ) /' i
\"éetky l:;o' suuiixcmdz:s;tj;n;;::ak, Ze hl'::déme s‘polt;cane bm:lyl ?bkn:;(i: A% o ravine dand pAcTistrio:
ul\‘farcw. ; je rovina a|'1 nou rovn.l ou a‘pnam : parame nc. Fomi rovnloatof. urtime napriklad
vyjadrenim, tak dosadime do vSeobecnej rovnice roviny parametrické : X i
ice prismky. Dostaneme tak jodnu inedrnu rovnicu s jednou nezné- (R EURRERE SRR )

rovnice priamky. Dos SI.IICIT‘!E ‘a je n_u. in r rovnicu s j ez a dalej piertie raviko,
mou (parametrom) a tym aj tri moZneé riesenia.
Tato rovnica bud’

= nema riesenie (priamka je s rovinou rovnobezna), alebo ma

« nekoneéne mnoho rieSeni (priamka lezi v rovine),

» jediné riesenie (priamka rovinu pretina, je s iou réznobezna).

Vzdjomnd poloha dvoch rovin

Pri zistovani vzajomnej polohy dvoch rovin p a G mézu nastaf tieto pripady:
| Roviny p a © sl rovnobeZné, Roviny p a o si totoZné, teda l Roviny p a o st roznobezné, teda
| tedapno=@.Pisemep| o. pno=p=oc.Pisemep=0. | pM G = p, pricom p je spolo¢na

priamka (priesecnica) oboch rovin.

o

_.

Ak su obe roviny uréené vseobecnou rovnicou, rieSime pri hladani
spoloénych bodov sustavu dvoch rovnic s tromi neznamymi. Jednu
z neznamych povaZujeme za parameter a rieSime sustavu dvoch rovnic
s dvoma neznamymi s parametrom. Tito sustavu rieSime len vtedy, ak
normalove vektory oboch rovin nie st nasobkom jeden druhého, pretoze
v takom pripade su roviny bud rovnobezné rozne, alebo totozné.




Pr. 16
Uréi vzajomni polohu rovin p a @, ak: a)p:5x+3y—-z-6=0,0:5x+3y-z-3=0

b)p:Sx+3y—z-16=0,0:-10x =6y +22+32=0 e)p:4x+5y+7z4+2=06:x+y+z-1=0

a)n, =(5,3,-1),n, =(5,3,-1).d, =—6,d, =3
PretoZe n, =n, a d, # d,, s roviny p a G rovnobezné rozne.
b) i, =(53,-1). 5, =(=10,-6,2).d, =-16,d, =+32
Pretoze —2n, =n, A —2d, =d,. si roviny p a G totozné.
¢) 7, =(4,5, 7). 7y =(1,1L,1),d, =2,d, =-1
Pretoze i1, # kit,, si roviny p a © roznobeine. Urgime ich prieseénicu.
4x+5y+Tz+2=0
x+ y+ z-1=0

4xx++5j: 5 3 f: ! 1-(~4) :@; (=5) Zi)

2Zvolime parameter z =r.

y=—6-3r
x=T+2r
x= T+2r

pno=p:4y=-6-3r, reR

z= r

Vzdialenost’ bodu od priamky v priestore

VZDIALENOST BODU 4 OD PRIAMKY p hladame tak, Ze bodom A vedieme
rovinu p kolmu na priamku p. Uréime prieseénik P priamky p a roviny p.
Vzdialenost v( 4, p) = v( A, P).

e Ur¢i vzdialenost bodu M [3; —1; 4] od priamky p = «> AB, pricom A[0; 2:1], B[l; 3; 0]
p:X=A+1(B-A) _ .
x =041 Urgime parametrické vyjadrenie priamky p
piay=2+4t teR = u=(L-1) 8.2 nef smerovy vekior.
z=1-t
plpx+y-z+d=0 Zapiseme predpokladany tvar rovnice roviny.
Mepe3i-1-4+d=0
d=2
prx+y—z+2=0
pOpPit+241=14+1+2=0 Vypotitame prieseénik priamky a roviny.
3t=-3
1=-1
prp={P[-1;1;2]} | je jednotka.

(M, p) = (M, P)=/(=4)? +2? +(-2)* =24 =216 j
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Vzdialenost bodu od roviny

VZDIALENOST BODU A[x ,, .z, ]ODROVINY p: ax + by + cz +d =0

lax , + by, + ¢z, +d|
NP e———
va' +b° +c¢°

Vzdialenost’ dvoch rovnobeinych rovin

VZDIALENOST DVOCH ROVNOBEZNYCH ROVIN p a o, pricom

prax+by+ecz+d, =0,G:ax + by + ez +d,; =0,

. 3 |d, —d,|

e \'(p. 0} = T
va' +b +c°

Odchylka dvoch priamok v priestore

0 ODCHYLKE ¢ DVOCH PRIAMOK p a g, pricom
x=x,+Hu, X=Xy +8
piy=y,+tu,, teRa giy=yz+m,;, seR
2=z, +1u, z=zy +50,
fey vy +uyvy +usvs|

plati: cos ot = —

2 2 T 2 1
NHy Fuy Fuy vy +v3 Vg

Odchylka dvoch rovin
O ODCHYLKE ¢ DVOCH ROVIN pa o, pricom
prax+bx+ez+d =0acia,x+b,y+c,z+d, =0,

laya, + b b, +c,¢,

plati: cos &L =

3 s 3 3 3 "
vay +b +ep yay +b; +o;

Odchylka priamky od roviny

O ODCHYLKE ¢ PRIAMKY p OD ROVINY p, pricom
x=x,+iu
piiy=y,+m,, teRapax+by+cz+d=0,

z2=z,+ 1,
lau, + bu, + cuy|

plati: sinc = cosfp =

[ 2 PR T o 2 z
va  +b” 4" yup +u; +u;
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Pr. 18

Dany je Stvorsten ABCD, pricom A[0; 1; 3], B[1; 0; 2],

C[-2 -1;5], D[0; —-2; —6].

a) Urci odchylku priamky 4D a roviny p = <> ABC.
b) Uréi odchylku rovinp = ¢ ABC a 6 = <> ABD.
¢) Urci obsah steny ABC.

d) Urci objem Stvorstena ABCD.

a) AD=D—-A=(0,-3,-9)
p= ABC:X = A+ t(B—-A)+5(C - A)

x=0+1-25
y=1—-1t-2s }) ,seR
2=3-1+2s
pix+z-3=0,n, =(1,0,1)
o =90°-B, cosp = -9 - =[p =47°52"
V2490 V180

o =90°-47°52" =42°§’

[4B|-v(C, &> 4B)
9 Sae =——5——
AB=B-A=(1,-1,-1) = |4B|=
= i
S AB:<y=1-1 teR
z=3-1
pleodBepix—y-z+d=0
Cepe-2+1-5+d=0
d=6
prx—y—z+6=0
o ABnp={P}:

A-251]
333

t-(1-1)-(3-1)+6=0

1=-=

b)p=¢ ABC:x+z-3=0, n, =(1,0.1)
C=ABD: X = A+ 1(B—-A)+s(D - A)

x=0+1 E
y=1—t-3s 3“) seR
z= —~r—9s

x+y=1-3s ,-‘( 3) za
x+2=3-9s

G:2x+3y-z=0,n, =(23-1)
cosoL = ol ——-]——=:~u—79 6
NENVRNGT
C

v=v(C, < AB)

Dosadime za parameter t do rovnic priamky.

W(C. <> AB) = ¥(C, P)=J(—2+§]2 +[_1_§JJ +[5_

V3446

AdBC T 5.3
1

DV joep =§Susr “v(D, p)

prx+z-3=0; D[0; -2 -6]

S

1l

2¥2§°




Obsah kapitoly:
34. KUIEIOSE(ky 01 Pojem kuzeloseiko
2 Definicia kuzeloseciek
Pojem kuielosecka 2 Stredove (vrcholové) rovnice kuzelosetiek
pre S10,0] (¥]0.0])
Pojem KUZELOSECKA vznikol ako nazov mnoZin bodov v priestore, 0 Transformacia stradnic pri rovnobeznom
ktoré vzniknu prienikom roviny a kuzelovej plochy. postvani

2 Stredové (vrcholové) rovnice kuzeloseciek

Definicia kuieloseciek pre S{m.n] (¥ [m.n])a vieobeené

rovnice kuzelosetiek
V rovine E, je dany bod S a kladné &islo r € R. KRUZNICA je

mnozina vsetkych bodov X v rovine E,, ktoré su od bodu §
vzdialené r ( r =|SX|). Bod S sa nazyva STRED KRUZNICE, €islo 7 sa
nazyva POLOMER KRUZNICE.

O Vzdjomna poloha kuzelosecky o bodu

Q Vzdajomna poloha kuzelosecky o priamky
3 Vzdjomna poloha kuzelosediek

2 Prehludnd tobulka poznatkov

V rovine E, su dané dva rozne body F a G. ELIPSA je mnoZina 2 Riesené priklody

vietkych bodov X v rovine E,, ktoré maju od bodov F a G
konstantny sicet vzdialenosti (vicsi ako vzdialenost bodov Fa G), t. j.
|FX|+|GX| = 2a konstanta. Body Fa G sa nazyvaju OHNISKA ELIPSY, | FG | =2¢,a > e.

V rovine E, je dany bod F a priamka d (F € d). PARABOLA je mnozina vietkych bodov X v rovine,
ktorych vzdialenost od bodu F je rovnaka ako vzdialenost od priamky d. Bod F sa nazyva
OHNISKO PARABOLY, priamka 4 sa nazyva URCUJUCA (riadiaca) PRIAMKA PARABOLY,

V rovine E, su dané dva rozne body F a G. HYPERBOLA je mnozina vietkych bodov X
v rovine E, , ktorych rozdiel vzdialenosti od bodov Fa G je konstantny (mensi ako vzdialenost
bodov Fa G), t. j. | FX|~|GX | = 2a (konstanta). Body F a G sa nazyvajit OHNISKA HYPERBOLY, |FG| =2e, a <e.

Stredové (vrcholové) rovnice kuielosediek pre S[0, 0] (¥[0,0]) X

lrllinim 0= Slx
Ak mé kruznica stred 5[0, 0]a polomer r, tak x * + yr=rije
STREDOVA ROVNICA KRUZNICE.

Elipsa
Nech umiestnenie elipsy je rovnaké ako na vedlajSom obrazku, ¢iZe

Fl—e,0], Gle, 0] tak \— - ;— =1je STREDOVA ROVNICA ELIPSY.
a2 2

Kladné Gislo e sa nazyva EXCENTRICITA (vystrednost) ELIPSY.
Body A[a, 0. B[—a, 0] sit HLAVNE VRCHOLY ELIPSY, kladné ¢islo a je
dizka HLAVNEJ POLOSI ELIPSY. Body C[0, 5], D[0, — 5] si VEDLAJSIE

VRCHOLY ELIPSY, kladné ¢islo b je dizka VEDLAJSEJ POLOSI ELIPSY. y A 3-AD
e e
Bod S[0, 0] je STRED ELIPSY. Platie” =a” —b~,a>b. | g o
Ak umiestnenie elipsy je rovnaké ako na vedlajSom obrazku, CiZe ¢ D elipsy
= it vt 0 — S 2
FI0, —e], G[O0, e], tak STREDOVA ROVNICA ELIPSY ma tvar ]— e &J S sl
B=h vedlajsia os

Vsetky ostatné poznatky sit obdobné ako v predchadzajicom pripade. B elipsy
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Parabola

¥ je vrchol paraboly, kladné €islo p nazyvame PARAMETER, d je urcujica priamka, F je ohnisko paraboly

a priamka VF 0S PARABOLY.
Ak ¥[0,0], FE. o} Ak V[0, 0] F[-—f.o}

d:x=—§, tak 2 =2px a':x:i'zg, tak p* =-2px & _v=-+—;i. tak x?

je VRCHOLOVA ROVNICA je VRCHOLOVA ROVNICA Jje VRCHOLOVA ROVNICA
PARABOLY. PARABOLY. PARABOLY.
di ¥

)
2

\/E/ ’
27 52

Ak V[0,0} F[ﬁ. g}

=2py

Ak V'[0,0] F{O.—g]

d.y

P <
=—takx* =-2pv
3 7

j& VRCHOLOVA ROVNICA
PARABOLY.

=]
Il
=
=
(=]
I
=
-

Hyperbola
Nech umiestnenie hyperboly je rovnaké ako na vedlajsom obrazku, éize

X2 P y
Fl-e,0], Gle, 0} tak — — ;" = | je STREDOVA ROVNICA HYPERBOLY.
a” .

Kladné €islo e sa nazyva EXCENTRICITA (vystrednost) HYPERBOLY.
Body Ala, 0], B[—a, 0] st HLAVNE VRCHOLY HYPERBOLY, kladné
¢islo a je dizka HLAVNES POLOSI HYPERBOLY. Kladné éislo 4 je
dizka VEDIAJSES POLOSI HYPREBOLY.
Bod S[0, 0] je STRED HYPERBOLY. Platie® =a” + b*.
: b b
Priamky a,: v = —x. a,: ¥ = ——X sU ASYMPTOTY HYPERBOLY.
a a
Ak umiestnenie hyperboly je rovnaké ako na vedlajsom obrazku,
¢ize F[0, =], G[0, e]. tak STREDOVA ROVNICA HYPERBOLY ma tvar
¥yt %

i ‘_‘ = |. Vietky ostatné poznatky si obdobné ako v predchadzajicom

a 3
. - a TR,
pripade. Priamky a,: y = Sx. a,.y= -Ex SU ASYMPTOTY HYPERBOLY.

Transformdcia suradnic pri rovnobeinom posivani

Ak ma bod A v sustave stradnic Oxy suradnice A[x ,, v, ]a v ststave 0
suradnice A[x’,, »’, } pricom 0'[m, n]v Oxy a x|x’, y|)’, tak medzi
suradnicami bodu A platia vztahy:

'

x'y

o
X, -.\4.+JH
*

Vy=y,tn V,=V¥,

Tieto transformacné vztahy umoznuju opisat i kuzelosecky, ktoré nemaji
vrchol (stred) v zaciatku ststavy suradnic a ktorych osi su rovnobezné
s0 stiradnicovymi osami.
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Stredové (vrcholové) rovnice kuzelosediek pre S [, n] (V [m, n]) avseobecné rovnice kuieloseciek

Kruinica

Ak je bod S[m, n]stred kruznice a kladné éislo r polomer kruZnice, tak

(x—=m)? +(y=n)’ =r’ je STREDOVA ROVNICA KRUZNICE 2 x* 4 v —2mx =2ny + p =0,
pricom p=m® +n? —r? je VSEOBECNA ROVNICA KRUZNICE. Zaroven viak m® + n® — p >0,
pretoze v opaénom pripade by rovnica nebola rovnicou kruznice.

Elipsa

Ak je bod S[m, n]stred elipsy a kladné ¢isla a, b (a > b) st dizky jej polosi, tak

(x— f”) 3 (v —‘n)
bo

a’
pricom pg >0 je VSEOBECNA ROVNICA ELIPSY. Ak sa p = g, tak elipsa je rovnoosova, ¢ize
kruznica. Ak je hlavna os elipsy rovnobezna s osou x a ved[ajsia os je rovnobezna s osou v, tak

postupujeme obdobne.

Parabola

=1 je STREDOVA ROVNICA ELIPSY a px* + qy” +2rx + 25y 4 1=0,

Ak je bod V' [m, n]vrchol paraboly, kladné Eislo 2p jej parameter a os paraboly o rovnobezna:

5 kladnym smerom osi x,
tilk(_\-'—n')2 =2p(x—m)

S0 Zapornym smerom osi x,
tak (y—m)’ ==2p(x—m)

jé VRCHOLOVA ROVNICA  je VRCHOLOVA ROVNICA
PARABOLY PARABOLY

ayl +2m+2s0+0=0 ay +2rx+2sy+1=0
je VSEOBECNA ROVNICA je VSEOBECNA ROVNICA

PARABOLY (pre r # 0). PARABOLY (pre r # 0).

i fmimim i

Hyperbola
Ak je bod S[m, n] stred hyperboly, kladné ¢isla a, b su
dizky jej polosi a hlavna os je rovnobezna s osou x, tak

(x—m)’
=
PERBOLY a px° + qv° + 2rx + 25y + 1 =0, priéom pg <0

je VSEOBECNA ROVNICA HYPERBOLY. ASYMPTOTY

=1 je STREDOVA ROVNICA HY-

_(_r—-n):

we ; b
HYPERBOLY maji rovnice a, ,:(y—n)=%—(x—m).
a

s kladnym smerom osi .,
tak (x=m)* =2p(v—-n)

_ S0 Zapornym smerom 0si J,
tak (x =m)* ==2p(y—n)

j& VRCHOLOVA ROVNICA je VRCHOLOVA ROVNICA
PARABOLY PARABOLY

ax’+2m+2sv+1=0 ax?+2m+25941=0
je VSEOBECNA ROVNICA je VSEOBECNA ROVNICA

PARABOLY (pre 5 # 0). PARABOLY (pre s # 0).

Ak je bod S[m, n] stred hyperboly, kladne cisla a, b su
dizky jej polosi a hlavna os je rovnobezna s osou y, tak
(y—n)* iR -m)’

2 1

=1 je STREDOVA ROVNICA HY-
a

PERBOLY @ px° + qy° + 2rx + 25y + 1 =0, pritom pg <0
je VSEOBECNA ROVNICA HYPERBOLY. ASYMPTOTY

s ;o a
HYPERBOLY maju rovnice a, ,:(y—n)= i;(.r —m).
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Vseobecnil rovnicu kuZelosecky ziskame zo stredovej (vrcholovej) rovnice jej
upravou a zavedenim novych koeficientov.

Rovnice typu Ax’ + By? +Cx+ Dy+ E =0 nemusia byl vidy vieobecnymi
rovnicami kuzelosegiek. Ci nimi s, overujeme tak, Ze sa ich pokusime upravit na
stredovy alebo vrcholovy tvar kuZeloseciek. Ak takato Uprava nie je moZna, tak
rovnica nie je rovnicou kuzelosecky (pozri riesené priklady na konci tejto kapitoly).

Vzdjomnd poloha kuielosecky a bodu

Dané je vieobecna rovnica kuzelosecky Ax® + By® + Cx+ Dy+ E =0 a bod
Kixg, v LAK f(xy, vy )= Ax; + By} +Cx, + Dy, + E, tak bod K je:

+ bodom kuZelosecky prave vtedy, ked f(x , vy ) =0.

* vonkajsim bodom kuZelosecky prave vtedy, ked f(x,, v, )>0.

* vnutornym bodom kuzelosecky prave vtedy, ked' f(x,, v, ) <0.

Vzdjomnd poloha kuzelosecky a priamky

Vzajomnu polohu kuZelosecky a priamky uréujeme tak, Ze zistujeme poéet ich
spoloénych bodov. V analytickej geometrii riesime sustavu linedrnej rovnice
(priamka) a kvadratickej rovnice (kuzelosecka) s dvoma neznamymi. Riesenie
tejto sustavy vedie k rieSeniu kvadratickej rovnice s jednou neznamou, ktora
moZe mat:
* dva rozne redlne korene (D > 0), teda dva rozne spoloéné body,

¢ize priamka je secnica kuzelosecky;
» jediny dvojnasobny redlny koren (D =0), teda jediny spoloény bod,

cize priamka je dotycnica kuzelosecky;
= dva imaginarne korene (D <0 - nema rieSenie v obore realnych éisel),

teda spoloéné body neexistuju, ¢ize priamka je neseénica kuzelosecky.

Kruznica Elipsa Parabola

A

Y —n

>

/B :
7, .
5 A J ____/{

t A1

/56\&

n - nesecnica

5,5 - secnica

] - dotyénica
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Dana rovnica moze byf rovni-
cou:

a) kruznice, ak A = B,

b) elipsy, ak AB >0,

c¢) hyperboly, ak 4B <0

d) paraboly, ak prave jedno
zcisel A, B =0

Kuzelosecka rozdeli rovinu
na dve casti, ktoré nazyvame
VONKAJSOK a VNUTRAJSOK
(vnutro) kuzelosecky.
Vnitrom kruznice a elipsy
je €ast roviny obsahujlica
stred tychto kuzZeloseciek.
Vnutrom paraboly a hyper-
boly je éas( obsahujiica oh-
niska tychto kuZeloseciek.

Rovnice dotyénic
kuzeloseciek si uvedené
v prehladnej tabulke.

Pre parabolu a hyperbolu
moézeme najst priamky,
ktoré maju s kuzeloseckou
spoloény 1 bod a nie s jej
dotyénicou (vid' obrazky).

Hyperbola




Vzdjomnd poloha kuzeloseciek

Vzajomna poloha kuzeloseciek sa opif uréuje podla poctu spoloénych bodov. V analytickej

geometrii to znamena riesif sustavu dvoch kvadratickych rovnic s dvoma neznamymi.

Prehladnd tabul'ka poznatkov

9T < Dme =3ny + p=0,

510.0] Yayplag? i e e % :
frasion | N il i s T T p=m?+nt =r?,
| Stmon) | (x=m) +(y=n) =r® | (x=m)x, —m)+(y—n)y, —n)=r’ m? +a? -p>0
: 3 ot ?
Elipsa | 5(0.0] R0 i Ko Mo oq
(hlavna os | al b a 2
ke Sl #l (x-m)’ (y=n)’ o | Emm)xy —m) (¥ =)y, —n) :
beZnas.\:)| ﬂ‘! b: ﬂ“ b: pxg +q.'|r':+21'.\-‘+25_'l'+!'=0,
1 1 .2 ; pg>0,p#q
Eipss | s70,0] 0 AR o Ma
(hlavna os | b1 at b* ot
rovno- | 2 2 i P
(x-m) . (y—n) (x=mMxq —m) (y=n)y,—n)_
beinas y | Sm. n] = = 1 7 + = =1
Parabola :
(roztvara : ¥10.0] yo=2px =plx+x,)
sa do klad- -
Be st | i ) | (v =m)? =2p(x—m) (y=n)yy —n)=p(x +x, —2m)
R - T2 4+ 2 +1=0,
Parabola r20
(roztvara 1o, 0] v ==2px Wo=—plx+xy)
sa do
72O | pimon) | (v —n) ==2p(x-m) (¥ =n)ys —n)=—plx +x, —2m)
casti 0si x)
Parabola )
s =2py = ’ y
| (roztvira | Vel i P(y+¥q)
sa do
. kladnej | Vim,n] (x=m) =2p(y —n) (x=m)(xy —m)=ply+y, —2n)
| €asti osi ¥) Py
| Parabola 5 #0
(mmnm I v10.0] x? ==2pv g =—ply+¥,)
sado |
Ehpoeme) ‘ Vimnl | (x-m)* ==2p(y —n) (x=m)xy =m)==p(y+y,=2n)
6asr.|051|} |
|H"p“b°m s10.0] | -r—-——";——- x“:‘ _":"_“=[ pxt gy’ 2+ 25 +1=0,
(hlavna os | al B2 Al E s
rovno- (x=m)® (v-n)’ (x=m)(xq—m) (y=n)y,—n) asymptot .{v—n)=i£ x—m
| beznasx) | Stm.nl = —=1 ) = : —| | asymploty: (; ~(x=m)
| a b a b
| 3 2
H:rperbola| s10.0] | -‘.‘_i_‘!_=[ ”_f“-ﬁ:[ px’ +QV1+2rx+li‘J"+f=0.
|(hl.mmaos a! »? & it
| rovio- (y=n) (x-m) _ | (x=a)yo=n) (x=m)xq-m)_. | asymptoty: (v —n)=+2(x-m)
[ bezni s y) Slm, n] s " b =l ik = b2 =1 b

Ak ma kuzelosecka rovnicu v tvare y* + 2rx + 25y + ¢ = 0, rovnica jej dotyénice je: Wo X +rxg +sy+sy, +1=0

B d




Riesené priklody

Kruinica
Pr.1 3 : v
Rozhodni, ¢i nasledujica rovnica je rovnicou kruZnice:
a)x’ +p? —Br—4y-5=0 b)x® +y? —8x-4y+20=0
¢)3x? +3y7 +4y—5x+11=0
a) x*+y? -8x-4y-5=0 b) x*+y? —8x-4y+20=0
(x —*‘&)2 -16+ (y—l): —-4-5=0 (x—-4)" —[6+(y—2)?' —4+20=0
(x—4)" +(»-2)* =25 (x=4)" +(»y-2)" =0
Tato rovnica je rovnicou kruZnice Tato rovnica nie je rovnicou kruZnice
so stredom §[4; 2] a polomerom r = 3. (polomer r nie je moZné urcit).
¢) 3x? +3y +4y-5x+11=0 /:3 Tejto rovnici vyhovuje jediny bod A[4; 2]
2 2,4 5§ 11 ~0
£ +§-‘ ‘5"4'"3_‘ Aby sme mohli rozhodnut, & ide o rovnicu kruznice,
5N% 9% N 4 11 musime ju upravif na stredovy tvar. Upravime ju
[x-g) _3_6*'(}""3] _§+? =0 metédou ,dopinenia na &tvorec”,
R
x==| +|y+=| ==—<0
6 3 36
Tato rovnica nie je rovnicou kruznice (polomer r nie je
mozné uréit). Tejto rovnici nevyhovuje Ziadny bod.
P2

Zisti polohu bodu A[-2; 1] vzhladom na kruznicu dant rovnicou:
a)k:x?+y? =25 by kix? +y? =5 e)k:x? +y? —6x—8y=0

¢) flx,y)=x+y? -6x-8y
f(=2,1)=4+1+12-8=9>0

Bod je vonkajsim bodom kruZnice.

b) f(x, ) =x>+p?-5
f(-2,1)=4+1-5=0
Bod [ezi na kruZnici.

a) f(x,y)=x*+y? =25
f(=2,1)=4+1-25=-20<0
Bod je vnutornym 6odom Kruznice.

o Uréi rovnicu kruznice opisanej trojuholniku ABC, pricom A[2; 1], Bll; 4], C[6; 9]

Napi$eme predpokladany tvar rovnice.
Do rovnice dosadime postupne suradnice danych troch bodov.
Dostaneme sustavu 3 rovnic s 3 nezndmymi, ktord vyriesime.

kx*+pl+ax+by+c=0
Aek < 4+1+2a+b+c=0
Beke 1+16+a+4b+c=0
Ceke 36481+6a+9%+c=0
a=-=12,b=-8,¢=27

kix? +y? =12x-8y+27=0

RieSenie sistavy rovnic dosadime do hiadanej rovnice.
Poznamka: Tuto tlohu méZeme riesif aj pomocou osf usediek ABa BC.

fﬁ".‘. n
g Uréi rovnicu dotyénice r ku kruznici k: x? + y* —6x+10y +14 =0v bode dotyku T'[x,, -3].

k:(x=3)? + (r+35)?% =20 Rovnicu upravime na stredovi rovnicu kruZnice.

(xo =3) +4=20
(x, =3 =16
Xg—3=Hd=dx, =7, x5 =—1

Uréime suradnicu x , bodu dotyku dosadenim Gisla -3 za y.




s

Pr.b

Pr.l

Fr.8

T [7:-3.7,[-1;-3] Existujui dva mozné body dotyku.

t(x=3)(x, =3)+(y+5)(», +5)=20 Napiseme vieobecnu rovnicu dotyénice danej kruZnice.
:2x 4+ y=-11=0 Dosadime za x ,, y , suradnice bodov dotyku
hi2x=y=1=0 a upravime rovnice.

Napis rovnice dotyénic ku kruznici k, ktoré st rovnobezné s priamkou p, ak k: (x —=2)" + (» +6)] =13
ap2x-3y+5=0

1| pe=r2x=3y+c=0

3y-c
x=
2
kix?+y? —4x+12p+27=0 Upravime rovnicu kruZnice a dosadime do nej za x.
13y =6y(c—4)+(c’ +8c+108) =0 Po Upravach dostaneme kvadraticku rovnicu

§ neznamou y a parametrom c.
D=c’+44c+315=0& ¢, ==9,¢, ==35  Priamka je dotyénicou préve vedy, ked D = 0.
l:2x-3y=9=0
foodado g6 =0 Dosadime za ¢ do rovnice dotycnice .

Elipsa

Napis rovnicu elipsy, ktorej vrcholmi st body A[0; — 3], B[0; 3] a vzdialenost ohnisk je 8.

=3.e=4
bz = e: B i 492 s Body A B mbzu byt len vedlajsie vrcholy, preto b je polovina zo vzdialenosti A B.
= . ¢ +_ =4 43"=1 & j& polovina zo vzdialenosti ohnisk.

- 38 L
¥ rY =1 Vyuzijleme vzfahe® =a® —b? avypotitame a®.

e 2 2

Dosadime za 8%, b? do rovnice elipsy X+ =1
at
Napis rovnicu elipsy, kiorej ohniska lezia na osi y, e=3a=4,b" =a’ —e? =16-9=1, 5[0, n)
bod S|m, n] je jej stred, vzdialenost ohnisk je 6 (x _0)1 (y- ﬂ)l
a dlhsia polos ma dizku 4. S * T
2 (y- u):
e —+ =1
7 16
Zisti, ¢i dana rovnica je rovnicou elipsy:
2)9x% +25y% —54x 100y —44 =0 b)9x’ +4y% —36x+72y+360=0
a)  9(x? —6x)+25(y7 —4y)-44 =0 b) 9(x* —4x)+4(y* +18y)+360=0
9[(x—3)" =9]+25[(y-2)" —4]-44 =0 9(x—2)" —4]+4[(y+9)° —81]+360=0
9(x—3)* —81+25(y—-2)° —-100-44 =0 9x—2)" —36+4(y+9)* —324+360=0
9(x—3)* +25(y—-2)* =225 Hx-2)" +4(y+9)* =0
Canc ARG o | e
25 9

Tato rovnica je rovnicou elipsy so stredom Tato rovnica nie je rovnicou elipsy (na pravej strane
S[3; 2]a polosamia =35, b=1. vysla 0), rovnici vyhovuje jediny bod A[2; —9].
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/ Napis rovnice dotyénic elipsy v jej prieseénikoch s osou y, ak e: x* +2y° —§ y=0

T[0, v] Uréime prieseéniky s osou y, &iZe s priamkou x =0,
T[0, ylee 0% +2y> -8y =0 teda body dotyku.
yi—-4y=0
y(y—4)=0
v, =0y, =4

T,10,0], 7, [0,4]
e:x? +2(p —4y)=0 Upravime rovnicu elipsy.
xP42((y-2)* -4]=0
x?+2Ay-2)? =8

2 2
_x?_'_(_yTZ_}__:l Z rovnice vyplyva, 2e 5[0, 2], a® =8,b° =4,a> b.
pEmmxe —m)  (y—ndyo =m) NapiSeme vieobecnii rovnicu dotyénice elipsy.
a’ b* Dosadime postupne za x , , y, suradnice
1 (x-0;(0-0)+(.v-2)(0*2) =1=s:y=0  dotykowchbodovihodnotya?, b*, m,n.
§ Poznamka: Ak si uvedomime, 2e body T, a T, s vedlajSie vicholy
(x=0)(0-0) (r-2)(4-2) 18 . : T :
ty: 3 + 4 =l=r:r=4 elipsy, tak rovnice dotyénic v tychto bodoch mézeme napisaf bez
sitjch Wpodov.
Parabola
Pr. 10
Napi$ analytické vyjadrenie paraboly, ak je dané ohnisko F a urcujuca priamka -
a) Fl4,0,d: y=2 b) F[5; =3} d: y =1 ¢) F[-3; -4l d: y=-8
d) F[6;2) d: x =8 e) Fl4:2) d: x =3
a)V[4;1]  pozri obrizok b) V5, -2] e) V[-3:-6]
p=2 p=2 p=4
2p=4 ’ 2p=4 2p=8
pi(x—4) =—4(y-1) pi(x=5) =—4(y+2) pilx+3)° =8(y+6)
S — s e o7
0 4 c = N
x -
| / 3 /:'L\ \y '4
T-6
7 V
d)V[7.2] E)V[E.ZJ ___________________ g
p=2 - d
2p=4 B
:{ v=2)" =—4(x-7) Bp 7
=) =4 r-" =1x-0)
\ 2
[} ¥y :d
- F\vi? E
2 + ! W F
: 2 i
0 76 78¢% : x5
i 3

0f




il

{ Uréi ohnisko a rovnicu ur¢ujucej priamky paraboly:

a) y? =4x b) y? =2(x-3) ) y? ==2(x-3)

a) V[0:0] b) ¥ [3:0] ) V[3:0]

p? =4x =2p=4 A =2(x -3):’-‘)2;}:2 2 =—2(x —3) =2p=12
) ] L)
2 2 2

F|1:0} d: x =—1 F[E‘O}d; ":i ‘,,[:_(}1‘1: _\_=3

diy

0w F

=

e s
| 3

1

i

1

" Dana je trojica bodov A[2; 4], B[-1; 7], C[1; 3] Uréi rovnice vietkych parabol,
ktoré prechadzaju bodmi 4, B, C a maju os rovnobezZnu s osou y.

pxt+ay+bx+c=0
Aepe=d+4a+2b+c=0

Bepes 1+Ta-b+c=0
Cepe 1+3a+b+c=0 1+3a+b+c=0
da+2b+c=
Ta— b+c=—]:§>}
3a+b+c
—3a+3b=-3
a+b=-3 @
—a+b=-1
a+b=-3 3
2b=—4
b=-2

a=-3-b=-342=-1
c=-1-b-3a=-1+2+3=4
x?P—y=2x+4=0

(x=1)7 ~1+4=y

;r:_l'—}:(l'—ll:

Hyperbola

Napiseme predpokladany tvar rovnice paraboly.

Do vieobecnej rovnice dosadime postupne suradnice
bodov leZiacich na parabole. Dostaneme sustavu troch
rovnic s troma neznamymi, ktord vyrieSime.

Dosadime za b do rovnice @ a vypotitame a.
Dosadime za b do rovnice @ a vypocitame c.
Koeficienty doplnime do predpokladaneho
tvaru rovnice paraboly a upravime ju.

Ak by sme hfadali parabolu, ktord ma os rovnobeznu

s osou x, postupovali by sme obdobne. Hiadali by sme
rovnicu paraboly v tvare p: y? +ax+by +c =0.
Vysledkom by bola parabola p: (y —4,5)% =-2(x—2,125).

Ulohy o hyperbole rie§ime obdobne ako ulohy o kruznici, elipse i parabole.
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35. Kombinatorika

Obsah kombinatoriky

KOMBINATORIKA sa v stredoSkolskej matematike zaobera
vytvaranim k-prvkovych skupin z n-prvkovej mnoZziny

a urcovanim poctu tychto skupin. Pri vytvérani skupin
sa zohl'adnuju nasledujuce zasadné principy:

* vo vybranej skupine prvkov na ich poradi bud zélei.

Zaikladné kombinatorické pravidla

KOMBINATORICKE PRAVIDLO SUCINU: Pocet vietkych
usporiadanych k-tic, ktorych prvy ¢len sa da vybrat »,
sposobmi, druhy €len po vybere prvého n, sposobmi, atd.,
az k-ty Clen po vybere vietkych predchadzajucich clenov n,
sposobmi, sarovna ny -n, -...-n,.

KOMBINATORICKE PRAVIDLO SUCTU: Ak A, A, ... A
su koneéneé, navzajom disjunktné mnoZiny majice

P, Ps - P, Prvkoy, tak pocet prvkov mnoZiny
A, VA, U..UA sarovnd p, +py + ..+ p,.

Pl

Obsah kapitoly:

2 Obsah kombinatoriky
0 Zakladné kombinatorické pravidla

0 . ( n )
O Definicia n! o [ : J
K

O Varidcie bez opokovania

0 Permutdcie bez opakovania

0 Kombinacie bez opakovanio

0 Riesené priklady na varidcie, permutacie
o kombindcie bez opakovanio

O Variacie s opokovanim

O Permutdcie s opakovanim

O Kombinacie s opokovanim

O Riesené priklady na varidacie, permutacie
o kombinacie s opakovanim

O Binomicka veta

Na kapitolu 35. Kombinatorika nadvizuje kapi-
tola 36. Pravdepodobnost a 37. Statistika, ktoré
vyuzivajl aparat opisovany v kapitole €. 35.

Mnoziny A, B nazyvame
DISJUNKINE, ak AnB=02.

Pri rieSeni konkrétneho problému vyuzivame
obe tieto pravidla bud samostatne, alebo aj
slicasne.

Uréi pocet vietkych tych prirodzenych dvojcifernych éisel, ktoré

maju v svojom dekadickom zapise kazdu ¢islicu najviac raz.

p=9-9=81
Hl'adanych dvoj-
cifernych cisel je 81.

Iny spdsob riesenia:

Pouzijeme pravidlo o stcine. Na mieste desiatok mbze byf lubovolna éislica éislic 1, 2..., 9 (na tomio
mieste nesmie byt 0) - 9 moznosti. Na mieste jednotiek mdze byf 0 alebo ktorakolvek ¢islica, ktora
uz nebola umiestnena na mieste desiatok — opaf 9 moinosti.

Pouzijeme pravidio o sucte. Vietky dvojciferné &isla mb2eme rozdelif do dvoch disjunktnych mnozin.
V prvej st vietky dvojciferné Cisla s roznymi ciframi a v druhej dvojciferné isla s rovnakymi

ciframi. Je zrejmé, Ze vietkych dvojcifernych Cisel je 90 a dvojcifemych éisel s rovnakymi ciframi
je9(11,22, ..., 99). Ak p je podet vietkych dvojcifernych gisel s rdznymi ciframi, tak p + 9 = 90,

Cize p =81

-t

Pri vypoétoch v kombinatorickych tlohéch sa éasto pouziva n!.
Tento symbol nazyvame /1 FAKTORIAL a definujeme ho takto:

nt=n(n—=1)-(n-2)-..-54-3.2:1
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7'=76:54-3:2.1=5040,
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—

n
Kvoli struénejsim zapisom bol definovany symbol [k ]
ktory ¢itame: ,n nad k" a nazyvame ho KOMBINACNE CISLO,

& ‘ n 'l_ n! DSk S
A e

Niektoré vlastnosti a hodnoty kombinaénych ¢isel:

= =T

1
I!.

(")

L n—kK )

I| { ',}I'\
|=n |
\1) \ M

fn
._A,a_

F-CLENNA VARIACIA Z n PRVKOV je usporiadana k-tica, v ktorej sa nijaké dva prvky
neopakuiji, z pevne zvolenej n-prvkovej mnoziny (na poradi prvkov v k-tici teda

zilezi). Pocet vietkych k-Elennych variacii oznaCujeme V', (n), pricom
|
V,(n)=n-(n=1)-(n=2)..-(n—k+1)alebo V', (n) = ('n_,—ik_)f

PERMUTACIA Z 7 PRVKOV je n-Clenna varidcia z n prvkov, ¢o znamend, Ze
do skupiny vyberieme vietkych n prvkov a menime len ich poradie. Pocet
vietkych permutacii oznagujeme P(n), pricom P(n) = n!.

k-CLENNA KOMBINACIA Z /1 PRVKOV je neusporiadana k-tica zostavena
z tychto n prvkov tak, ze kazdy prvok sa v nej vyskytuje najviac raz.
To znamena, Ze na poradi prvkov v skupine nezilezi. Pocet vietkych
k-<lennych kombinacii oznacujeme C, (n), pricom

. n) V.(n) n!
. (n)= { é ] o Wﬂ_f__k_]!.

. s w

Riesené priklady na varidcie, permutdcie a kombindcie

0! =1 (definované)

Ak pouzivame priruénu kalkulac-
ku, uvedomme si, Ze kapacita kal-
kulacky je ohranicena, zvycajne
este 69! = 1,7112245243-10% , ale
uz pri 70! je na displeji E (error).

P(ny=V, (n)=

Medzi poétom vietkych variacii
a poctom vietkych kombinacii

s rovnakym poétom k vyberanych
prvkov z n-prvkovej mnoZiny
plati: ¥, (n)=k!-C,(n)

bez opakovania

V nasledujucich prikladoch vyuZijeme vietky predchadzajice vztahy a znalosti.
Vicsina prikladov sa da riesit viacerymi sposobmi, uvadzame vsak len jeden, resp. dva.

Priklady na varidcie bez opakovania
Pr.2
Vlajka ma byt zloZena z troch roznofarebnych vodorovnych pruhov.
K dispozicii mame biele, Eervené, modré, zelené a zité pruhy. Urci:
a) pocet roznych vlajok, ktoré mozeme z tychto pruhov zlozit,
b) poéet roznych vlajok s modrym pruhom,
¢) pocet roznych vlajok, ktoré maju modry pruh v prostriedku,
d) poéet roznych vlajok, ktoré nemaju cerveny pruh v prostriedku.
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!
a)p=V3(5)=%=5<4-3=60 Mbzeme vyberaf 3 farby z 5, zleZi na poradi.

MozZzeme zlozit 60 vlajok.

! iestni y pruh hore, do iedku, dole.
b)p=3-V,(4)=3-5—=3-4v3=36 Umlesmlmen:lo&ypru poslupneow prostried
= 2! Ku kaZdej z tychto moznosti priddme edte dva pruhy
Modry pruh ma 36 vlajok. 2o zvy3nych 4 farieb (na poradi zalezi).
c)p=V, (4):%:4-3:!2 Ak umiestnime modry pruh do prostriedku,

: : ’ B mé2 k nemu pridaf uz len 2 fa 4,

Modry pruh v prostriedku ma 12 viajok. - P Ky2y
, 41

d) p =V2(4)=§=4-3=12 Umiestnime &erveny pruh do prostriedku a obdobne ako

p=V3(5)—V2(4)=60—I2=4B v ¢) dostaneme 12 moznosti, ktoré vSak nechceme.

Cerveny pruh v prostriedku nema 48 vlajok.

Pr.3

Uréi pocet vSetkych najviac pitcifernych prirodzenych &isel, ktorych dekadicky zapis obsahuje
kazdu z 10 ¢islic najviac raz. Kol'ko z takychto ¢isel je mensich nez 50 0007

Slovo najviac pripusta jedno-, dvoj-, troj-, &tvor- alebo
pafciferné &isla. Cislo viak nemdze zadinaf nulou.

v, (10)-¥,(9) Ur&ime poget jednocifernych prirodzenych éisel.
V,(10)-¥, (9) Urgime poget dvojcifernych prirodzengch Eisel.
Vi(10)-¥,(9) Urtime podet trojcifemych prirodzengch isel.
V,(10)-¥,(9) Uréime podet Stvorcifernych prirodzengch Gisel,
v, (10)-¥,(9) Uréime poget pafcifernych prirodzenych éisel.

p=V,(10)=V,(9)+V,(10)=¥, (9)+ ¥V, (10)—  Uréime podet najviac pacifernjch prirodzenych &isel.
V2 (9)+V,(10)=V,(9)+ ¥, (10) -V, (9) =

[]0! 9!) [10! 9!) (10! 9!) ([0! 9!]
= === |+| === |+ == |+| == |+
9l 9! 8 8! o 6! 6!

+(£91_2) =([0-l).+(lﬂ-9—9)+ (10-9-8-9-8)+

sl 5]
+(10-9-8-7-9-8-7)+(10-9-8-7-6-9-8-7-6) = Cisla, ktoré s mensie nez 50 000, mozu byf vietky
=9+81+648+4536+27216=32490 jedno-, dvoj-, troj-, Stvorcifené a z pafcifernych len tie,
ktoré zaéinaju 1 alebo 2, alebo 3, alebo 4.

p=V (10) =V, (9 +(V,(10) =V, (9) + Uréime potet najviac pafcifernych éisel,
+(V5(10) =V, (9 +(V,(10) =V (9))+4-V,(9) = Kloré si mensie neZ 50 000.
=17370 Mechanizmus vypoétu4 -V, (9):

1

2

3

4
Vsetkych najviac pétcifernych prirodzenych Miesta nad bodkami mézema obsadif $tvoricami z 9 prvkov,
cisel je 32 490. Z nich je 17 370 mensdich v ktorych zéleZi na poradi, éize V, (9) spdsobmi. Pretoze takéto
nez 50 000. maznosti mb2u byl 4, je posledny séitanec 4.V, (9).
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Vybor §portového klubu tvori 6 muzov a 4 Zeny. Uréi, kolkymi spésobmi sa z nich da vybraf:

a) predseda, podpredseda, tajomnik a hospodar,

b) predseda, podpredseda, tajomnik a hospodar tak, aby predsedom bol muz a podpredsedom Zena,
alebo naopak, predsedom bola zena a podpredsedom muz,

¢) predseda, podpredseda, tajomnik a hospodar tak, aby prive jednym z nich bola zena.

a)p=V, (!0) = E =10-9-8-7=5040 Méame k dispozicii 10 fudi, z nich chceme
6! vybraf Stvoricu, v kiorej zale2i na poradi,
Funkcionarov mozeme vybrat 5 040 sposobmi.

by Pr Po r H alebo Pr P T H
\..__‘f__.J \_v_/
muz Zena ktokolvek Zena muz ktokolvek
P =V, (6)V,(4)-V,(8) alebo  p, =V, (4)-¥,(6)-¥,(8)
,. 6! 41 8
p=p+p, 2“53-'6 =2-6-4-8-7T=2688
Funkciondrov mozno vybrat 2 688 spdsobmi.
9 pm P T H PP P T H
- - - - ¢ - -
ktorakol'vek trojica muzov, ktorakol'vek zena

zalezi na poradi
ktordkolvek zena

Pr  Po T H Pr P T H
¥ v
ktorakolvek Zena ktorakol'vek Zena

41
3

6!
p=4-V,(4)-V, (5):4-3 5 =4-4:6:5:4=1920

Funkcionarov mozno vybrat 1 920 sposobmi.

Pr.5
V triede sa uci 12 predmetov, kazdy najviac jednu vyucovaciu hodinu denne. Uréi, kol'kymi sposobmi sa

da zostavit pre tuto triedu rozvrh na jeden den, v ktorom ma byt Sest vyucovacich hodin. V kol'kych z nich sa
vyskytuje dany predmet (napr. anglicky jazyk) a v kol’kych z nich je tento predmet zaradeny na prvi hodinu?
=3 ! Vyberdme metov z 12 predmetov a zdlei na ich di.
n =h(12)=%=12-u-10-9-3-7=665280 il
() X .
py =6-V (] ]) =6 % =6-11-10-9-8-7 =332 640 Dany predmet mdze byt zaradeny na 1. az 6. hodinu
i 6! a k nemu pridame este dalSich 5 predmetov zo zvy$nych 11.
p, =V (11)= —6-,— =11-10-9-8-7=55440 Vyberame len péticu predmetov na 2. az 6. hodinu
’ z 11 zvyénych predmetov.
Rozvrh sa da zostavit 665 280 sposobmi, dany predmet
je v 332 640 rozvrhoch a na 1. hodinu je zaradeny v 55 440 rozvrhoch.

Pr.é
Uréi pocet prvkov, z ktorych sa da vytvorit:

a) 240 dvojélennych variacii,
b) dvakrat viac 4-¢lennych variacii nez 3-clennych.
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Pr.7

Pr.8

a) V,(n)=240 al

5 V. (ny= _
ol Vyuzijeme vzfah V, (n) TR
— =240
(n=2)!
n-(n—1)=240
n? =n-240=0
ny s =w =un =16n, =15 n, =-15nevyhovuje, pocet je prirodzené Cislo.
240 dvojélennych variacii sa da vytvorit zo 16 prvkov.
b) V,(n)=2-V,(n) Vyuzileme opaf vztah V, (n) = (n_"'k_)l

n! -7 n!
(=4 “(n-3)!
n-(n=1)-(n=2)-(n=3)=2n-(n-1)-(n-2)
n=3=2
n=35
Dvakrat viac 4-¢lennych variacii nez 3-clennych sa da vytvorit z 5 prvkov.

Skuska: V, (5) =120, V, (5) = 60,120 = 2-60 =120

O telefonnom ¢isle svojho spoluziaka vedel Peter len to, Ze je Sestmiestne, zacina sedmickou, neobsahuje
dve rovnaké ¢islice a je deliteIné 25. Ur¢i, kol'ko telefonnych ¢isel prichadza do uvahy.

b o % e 2 B Na konci &ista je 25 alebo 50, ak mé byt &isio delitefné 25.
alebo Na neobsadené tri miesta m&Zeme vybraf trojicu zo 7 zvySnych
T ¢ & &« 8 cifier (z4le2i na poradi).
7
p=2-V,(7) =2:=2:76:5=420

Do uvahy prichadza 420 telefonnych cisel.

Ak sa zviiési pocet prvkov o 2, zvicsi sa pocet 3-¢lennych varidcii: a) 10-krat, b) o 150.
Uréi povodny pocet prvkov.

a) Vi(n+2)=10V,(n)
(n+2)! ~10 n!
(n—=1)! (n—-3)!
(n+2)(n+1)n(n=1)" =]0n{n—])(n—2){n—3)!
(n—=1)! (n—3)!
(n+2)(n+1Dn=10n(n-1)(n-2) l:n Mazeme delif n, pretoZe pocet je prirodzené éislo.
n® +3n+2=10n" =30n+20
9n* =33n+18=0

3n? =1ln+6=0 a2 i
_1£V121-72 1147 - i g RO
Ma= 6 e G podet je prirodzené &fslo.
Pavodne boli 3 prvky. Skuska: V, (3) =6, V,(5)=60,680=6-10
b) Vi(n+2)=V,(n)+150
(Dl __ 8l 1o
(n=1)! (n=3)!
-=13! - - -
(n+2)(n+1)n(n I).=n{n D(n=2)n 3).+150

(n—=1)! (n=3)!
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Pr9

Pr. 10

(n+2Wn+Dn=n(n=1)n=-2)+150
n’ +3n +2n=n’ =30 +20+150

6n’ =150

n’ =25= n =5n, ==5 n, =-5nevyhovuje, pocet je prirodzeng ¢islo.
Povodne bolo 5 prvkov, Skuska: V, (5) =60, V, (7) = 210, 210 = 60+150
Priklady na permuticie bez opakovania

S pripomienkami k prerokuvanému zakonu chce v parlamente vystupit Sest poslancov A, B, C, D, E, F.
Uréi pocet:  a) vsetkych moznych poradi ich vystupeni,

b) vietkych poradi, v ktorych vystupuje A po E,

¢) vietkych poradi, v ktorych vystupuje A4 ihned po E.

a) p=P(6)=6!=720
Pocet vietkych moznych poradi vystupeni je 720.

b) ?‘:l . = s @ . . g’.’ . =
? . 4 . s . . g . 4 - p!=3‘P{4)
g . {' . . ’ pl =5‘P(4) . . g . . ’od
SRR
E A E 4
« 2 O & w0 J * s = s & @
p, =2-P(4)
. s g . 4
. gfoi . s
. § . 4 . .
y py =4-P(4)
- g - = 4 - « & 2 = g A ps=l.P(4}
. g . s 4

4

p=p +ps+ps+ps+ps =15-P(4)=15-24 =360

Pocet vSetkych moznych poradi vystupeni, v ktorych vystupuje 4 po E, je 360.

¢) p=P(5)=5!=120 Skupinu EA povaZujeme za jeden prvok.
Pocet vietkych moznych poradi vystupeni, v ktorych vystupuje 4 ihned po E, je 120.

Urci pocet vsetkych patcifernych cisel, v ktorych dekadickom zapise je kazda z €islic 0, 1. 3, 4. 7.
Uréi, kol'ko z tychto éisel je: a) delitelnych 6,  b) viiédich nez 70 134.

p=P(5)-P(4)=120-24 =96 0d poétu véetkych Gisel vytvorenych z piatich &islic P(5)
odpocitame pocet skupin zaginajucich nulou P4 ).
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a) . . . . . Podmienkou delitelnosti éislom 6 je delitelnost ¢islami 2 a 3.
Kazdé z tychto pafcifernych éisel je delitelné 3, pretoze sucet
: = i = 3 véetkych pouzitych cifier (0+1+3-+4 +7 =15) je delitelny 3.
5 4 Ak ma byf éislo delitené aj 2, musi kongif 0 alebo 4
. . . (nesmie viak zadinaf 0).

nesmie nastat
p=P(4)+ P(4)-P(3)=2P(4)-P(3)=2-24-6 =42

b) 70 143 dalej 71 ...

70 314 13 4as ¢ 3-P(3)
70341 5 [ SR

70 413

70 431

p=5+3P(3)=5+3-6=23

Pocet vietkych pétcifernych cisel vytvorenych z Cislic 0, 1, 3. 4, 7 je 96,
z toho delitelnych 6 je 42 a vii¢sich nez 70 134 je 23.

Pr.
Uréi, kol'kymi sposobmi sa moze do Sestmiestnej lavice posadif 6 chlapcov, ak:
a) dvaja chcu sedief vedla seba, b) dvaja chcu sediet vedla seba a treti na kraji.
a) Dvojicu pokladdme za jeden prvok.
Sedief mbze Avedla B alebo B veda A.
@ - - - -
p=2-P(5)=2:120=240
Chlapci sa mdzu posadit 240 sposobmi.
w @B, | ¢
p, =2-P(4)
@_D G
s
=2-P(4
¢ BN
p=4-P(4)=96
Chlapci sa mozu posaditl 96 sposobmi.
Pr. 12
Ur¢i pocet prvkov tak, aby:
a) z nich bolo mozné vytvorit priave 40 320 permutacii,
b) zviicsenim ich poctu o 2 sa pocet permutdcii zvicsil 56-krat,
¢) zmensenim ich poétu o 2 sa pocet permutacii zmensil 20-krat.
a) P(n)=40320
n!'=40320=n=8
Prvkov je 8.
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Pr. 13

Pr. 14

b) P(n+2)=56P(n)
(n+2)!=56n!
(n+2)(n+1)=56
n’ +3n-54=0
(n=6)(n+9)=0=n =6,n, =9 n, =-9nevyhovuje, poéet je prirodzené Eislo vadsie alebo rovné 2.
Prvkov je 6.
¢)20-P(n-2) = P(n)
20-(n-2)!=n!
20=n-(n-1)
0=n"-n-20
0=(n=5)(n+4)=n =5 n, =—4  n, =—4 nevyhovuje, podet je prirodzené &islo vacsie alebo rovné 2.
Prvkov je 5.

Priklady na kembindcie bez opakovania

Uréi, kol'kymi sposobmi je mozné na sachovnici (8 x 8 poli) vybrat:
a) trojicu poli, b) trojicu poli neleziacich v jednom stipci,
¢) trojicu poli neleziacich ani v jednom stipci a ani v jednom riadku, d) trojicu poli nerovnakej farby.

64 1 63
J SO SSeen e =41 664 Vyberame 3 polidka zo 64, nezaleZi na poradi.

3) 361l 32
Trojica poli sa da vybrat 41 664 spasobmi.

b) p=C, (64)-8-C,(8) = [‘ﬂ-s-iI =4r7)¢  9deoduviekiioge tdpockang te;

a)p=C,(64)=(

3 315 ktoré leZia v jednom stipci.
Trojica poli neleziacich v jednom stlpci sa da vybrat 41 216 sposobmi.
c)z.g.[s] Uréime podet trojic poll, ktoré leZia
3  jednom riadku alebo v jednom stipci
64 8 ; , :
o ]_16( )=4ﬁ éa 0d poétu véetkych trojic odpotitame tie,
3 ktoré leZia v jednom stipci alebo v jednom riadku.

Trojica poli neleziacich v jednom stipci alebo v jednom riadku sa da vybrat 40 768 sposobmi.

32) (32
d) [ 5 ] J [ I ] Uré&ime podet trojic poll, z ktorych je jedno biele a dve éierne.
Pocet trojic, ktoré majd dve polia biele a jedno gierne,

3 ,
p=2-{ 2){”):64-(”):31 744 je rovnaky.
2/ 1 2

Trojica poli nerovnakej farby sa da vybrat 31 744 sposobmi.

Uréi. kol'kymi sposobmi je mozné zo 7 muzov a 4 Zien vybrat Sest¢lennu skupinu, v ktorej sa:

a) prave dve Zeny, b) aspon dve Zeny.
4\ (7 4 7 4 L
a)p= ' =——»- ——=210 Ku dvom Zendm vyberieme 4 muzov zo siedmich.
2)\4) 2121 413!
Skupina s dvoma Zenami sa da vybrat 210 sposobmi.
4\ (7 4\ (7 4\ (7 Aspoi dve Zeny znamena: bud préve dve
b)p= . - . + . =371 ; A
2] \4 313 4/ 12 alebo prave tri alebo prave &tyri zeny.

Skupina s najmenej dvoma Zenami sa da vybrat 371 sposobmi.

189



Pr. 15

V rovine je danych 10 réznych bodov, z ktorych Ziadne tri neleZia na jednej priamke.
a) Najviac kolko réznych kruznic urcuju?
b) Kol'ko roznych kruznic uréuji, ak prave 6 bodov lezi na jednej kruZnici?
10 Tromi roznymi bodmi neleziacimi na jednej
a)p=C,(10)={ " | =120 e
3 priamke je uréend jedind kruZnica.

10 bodov urcuje najviac 120 kruznic.

b)C,(4) Podet kruznic, ktoré vytvorime zo zvy3nych 4 bodov.
6-C,(4) Poéet kruZnic urdenych tak, 2e kazdému 20 & bodov

na kruznici priradime 2 body zo zvysnych 4 bodov.
4.C,(6) Podet kruznic uréenych tak, Ze kazdému zo 4 zvynych

bodov priradime 2 body zo 6 bodov leZiacich na kruZnici.
p=C;(4)+6C,(4)+4C,(6)+1=4+36+60+1=101
10 bodov (vzhladom na dané podmienky) urcuje najviac 101 kruznic.

Bl Ur¢i, kol'ko priamok je uréenych 6 roznymi bodmi, ak:
a) ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke,  b) tri body lezia na jednej priamke,
¢) tri a tri body leZia na jednej priamke, d) Styri body leZia na jednej priamke.
a)p=C,(6)=15 Priamka je uréena dvoma réznymi bodmi,
Siestimi roznymi bodmi je uréenych 15 priamok.
h)C, (6) Pocet véetkych priamok uréenych 6 bodmi.
C,(3) Podet priamok, ktoré by uréili 3 body.
| Pocet priamok uréenych tromi bodmi leZiacimi na jednej priamke.
p=C,(6)-C,(3)+1=15-3+1=13
Siestimi roznymi bodmi, z ktorych tri lezia na jednej priamke, je uréenych 13 priamok.
¢)C, (6) Podet vetkych priamok uréenych 6 bodmi,
2-C,(3) Podet priamok, ktoré by uréili 3 body a 3 body.
2 . Pocet priamok uréenych tromi a tromi bodmi leziacimi na jednej priamke.
p=C,(6)-2C,(3)+2=15-6+2=11
Siestimi réznymi bodmi, z ktorych tri a tri lezia na jednej priamke. je uréenych 11 priamok.
d)C, (6) Podet véetkych priamok uréenych 6 bodmi,
C,(4) Podet priamok, ktoré by urtili 4 body.
1 Potet priamok uréenych Styrmi bodmi leziacimi na jednej priamke.
p=C,(6)-C,(4)+1=15-6+1=10
Siestimi réznymi bodmi, z ktorych Styri leZia na jednej priamke, je uréenych 10 priamok.

Pr. 17
Hokejové muzstvo ma 20 hracov: 13 utoénikov, 5 obrancov a 2 brankarov. Uréi, kolko roznych zostav
by mohol tréner vytvorit, ak v jednej zostave su 3 utocnici, 2 obrancovia a | brankar.
p=C,(13)-C,(5)-C,(2)=5720 Vyberame 3 Gtoénikov z 13, 2 obrancov 2 5, 1 brankara 2 2.
Tréner by mohol vytvorit 5 720 zostav.
Zmiesané vlohy

Pr. 18
Uréi, kol'kymi sposobmi mozno zoradit na Startovej ¢iare osem zavodnych automobilov do dvoch radov
po Styroch vozoch, ak: a) v kazdom rade zalezi na poradi, b) na poradi v radoch nezalezi.
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Pr. 19

Pr. 20

Pr. 21

Pr.22

8!

8
a)p= [4 ) P(4)-P(4) = T 414! =8!=40320 Vyberieme Stvoricu do prvého radu, uréime
s v nej poradie. Druhd $tvorica je uz vybrana,
no musime v nej uréif poradie.

Auta mozno zoradit 40 320 sposobmi.

s [3) LB 8765 ., Vyberieme §tvoricu do prvého radu, na poradi nezélezi,
4) 414! 4.3.2 Automaticky je uréeny aj druhy rad, v ktorom tiez
Auta mozno zoradit 70 spésobmi. na poradi nezalei.

Uréi, kol'kymi sposobmi sa daju ,premiestnit* pismena slova OHRADENY tak, aby dana skupina po sebe
iducich pismen utvorila: a) slovo RODNY,

b) slova NERO, DYHA v Iubovolnom poradi,

¢) slova ONA, HRDY v [ubovolnom poradi.

a)p="P(4)=4!=24 Slovo RODNY chapeme ako jeden prvok, kiory
Pismena slova mozno premiestnit 24 sposobmi. permutujeme so zvy8nymi 3 pismenami - A, E, H.
b) p=P(2)=2!=2 Mbzeme vymiefaf iba 2 prvky a to slova NERO a DYHA,

Pismena slova sa daju premiestnit len dvoma sposobmi. pretoZe na obe slova sme vyerpali véetkych 8 moznjich
pismen slova OHRADENY.

c)p=P(3)=3!=6 Z pismen slova OHRADENY ostéva pismeno E. Permutujeme

Pismena slova sa daju premiestnit teda 3 prvky (slovi ONA, HRDY a pismeno E) napr. takto:

Siestimi sposobmi. @

Na maturitnom veéierku je 15 chlapcov a 12 dievcat.
Uréi, kolkymi sposobmi sa z nich daju vybrat 4 taneéné pary.

15! 12! Vyberdme lubovolnd Stvoricu chlapcov, v ktorej nezalezi
p=C, (15)¥,02) =12 _16215200 Sl iy,

4.1 8! na poradi, k nim priradujeme lubovolnd Stvoricu dievéat,

v kiorej zaleZi na poradi.

Alebo mdzeme postupovaf obratene:

121 15l
=C,(12)-V, (18)= ——-—
PR = et

Styri taneéné pary sa daju vybrat 16 216 200 sposobmi. V oboch pripadoch dostdvame rovnaké éislo.

Uré¢i, kolkymi sposobmi moZno okolo okriihleho stola posadif 5 muzov a 5 Zien tak,
aby ziadne dve Zeny nesedeli vedla seba.

p=2-P(5)-P(5)=2-5!-5!=28800 Ak odislujeme miesta okolo stola 1 az 10, tak muzi mozu

sedief bud na miestach 1, 3, 5, 7, 9 alebo 2, 4, 6, 8, 10.
Muzov a Zeny mozeme posadit okolo Mbze to byf ktorykalvek z muzov, medzi nimi moZe sedief
okruhleho stola 28 800 sposobmi. ktorakolvek Zena.

Uré¢i pocet vietkych prirodzenych ¢isel mensich nez 500, ktoré su zapisané ciframi 3, 5, 7. 9.
pricom kazda cifra moze byt v zapise daného Eisla najviac raz.

Vi(4)=4 Pocet jednociferych Gisel.
V.(4)=12 Pocet dvojcifernych disel
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V,(3)=6 Poéet trojcifernych éisel zadinajicich 3.
p=V,(4)+V,(4)+V,(3)=4+12+6=22

Hladanych ¢isel je 22.

Pr. 23
Uréi pocet vietkych Stvorcifernych prirodzenych Cisel utvorenych len z Cislic 0, 1, 2, 3, 5, 7 s roznymi
cislicami. a) Kol'ko tychto ¢isel kon¢i 1?7 b) Kolko tychto Cisel je neparnych?
p=V,(6)-V,(5)=300 Podet &tvorcifernych gisel.
a)V,(5) Podet &isel kondiacich 1 (___1).
V,(4) Podet skupin kongiacich 1 a zaginajicich 0,

kioré neprichadzajii do tvahy (0 _ _ 1).

p=Vi(5)-V,(4)=48

b)4.-V,(5) Pocet gisel kongiacicht, 3, 5, 7.
4.1,(4) Podet skupin konéiacich 1, 3, 5, 7 a zaéinajucich 0,
p=4-V,(5)-4-V,(4)=192 ktoré neprichddzaji do Uvahy.

Hladanych Stvorcifernych cisel je 300, z nich 48 konéi jednotkou a 192 je neparnych.

Varidcie s opakovanim
k-CLENNA VARIACIA S OPAKOVANIM Z # PRVKOV je usporiadana k-tica zostavena z tychto prvkov tak, Ze kazdy sa
v nej vyskytuje najviac k-krat. Pocet vsetkych k-Clennych variacii s opakovanim z n prvkov oznacujeme V', (n),

= vy s
pricom V' (n)=n".

Permutdcie s opakovanim

k- CLENNA PERMUTACIA S OPAKOVANIM Z 11 PRVKOV je usporiadana k-tica zostavena z tychto prvkov tak, Ze kazdy

sa v nej vyskytuje aspon raz. Pocet vietkych permutécii s opakovanim z n prvkov, v ktorych sa jednotlivé prvky
n . . : . : > (k, +k,+..+k )

opakuju k, -krat, k , -krat..., k, -krat, oznaCujeme P'(k, , k, ... k, ), pricom P'(k, . k. ..k )= L 1 A- : : s

Kombindcie s opakovanim

k-CLENNA KOMBINACIA S OPAKOVANIM Z 1 PRYVKOV je neusporiadana k-tica zostavena z tychto prvkov tak, ze kazdy sa
v nej vyskytuje najviac k-krat. Pocet vietkych k-¢lennych kombinacii s opakovanim z n prvkov oznacujeme C[ (n),

. n+ k-1
pricomC, (n)= A 5

Riesené priklady na varidcie, permutdcie a kombindcie s opakovanim

Pri rieSeni praktickych aloh opéf vyuzijeme predchadzajuce vztahy. Zasadny rozdiel medzi tymto druhom
prikladov a predchadzajucimi prikladmi je v tom, Ze teraz budeme dany prvok vyberat aj viackrat (prave preto
ide o vybery s opakovanim).

Priklady na varidce s opakovanim
Uréi, kolko pismen ma Morseova abeceda, ktora pouziva symboly bodku a ¢iarku v jedno-,

dvoj-, troj- alebo Stvormiestnych skupinach, pricom kazdy symbol sa moze az Styrikrat opakovat.
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P 25

Pr. 27

Pr.28

Pr. 29

v/()=2"'=2 Potet skupin s jednym symbolom,

Vi(2)=2* =4 Podet skupin s dvoma symboimi.
Vi(2)=2" =8 Potet skupin s tromi symbolmi.
Vi(@)=2"'=16 Poéet skupin so tyrmi symbolmi,

p=V/(2)+Vi(2Q)+V Q)+ ¥V (2)=2+4+8+16=30

Morseova abeceda ma 30 pismen.

Statnu poznavaciu znaéku v istom §tate tvoria tri pismena (z 28 moznych) a Styri Gislice.
Uréi, kol'ko poznavacich znaciek je v tomto State k dispozicii.

p=V!(28)-¥(10)=28" -10* =219520000

V State je k dispozicii 219 520 000 znaciek.

Uréi pocet Stvorcifernych éisel delitelnych styrmi, v ktorych sa vyskytuju len cifry 1, 2, 3, 4, 5.

=12 =24 . 3% o4t L83 Tvar hfadanych &isel.
p=5-V;(5)=5-5* =125 Cislo je delitemé Styrmi, ak jeho posledné

Hladanych $tvorcifernych cisel je 125. P S

Uréi pocet vietkych prirodzenych ¢isel mensich nez 1 000 000,
ktoré obsahuju len ¢islice 5 a 8.

v, (@)=2" =2 Podet jednocifernych &isel.
Vi(D)=2" =4 Podet dvojcifernych isel.
¥i(2)=2’ =% Potet trojciferych isel.
vi(2)=2' =16 Potet §tvorcifemych Gisel.
v.(2)=2 =32 Pocet pafcifemych Gisel.
Ve(2)=2° =64 Podet Sesfcifernych Gisel,

p=64+32+16+8+4+2=126

Hladanych ¢isel je 126.

Meno a priezvisko kazdého ¢loveka byvajiceho v mestecku s 1 500 obyvatel'mi zacina
jednym z 32 pismen. Dokaz, Ze aspon dvaja obyvatelia mestecka majui rovnaky monogram.

p=V:(32)=32% =1024 Monogram tvoria 2 pismend z 32,
Monogramov je | 024, teda len tolko obyvatelov mestecka moze mat rozne monogramy.
Zvysnych 476 obyvatelov ma teda rovnaky monogram ako niektory z | 024 obyvatelov mestecka.

Kufrik ma zamok na heslo, ktory sa otvori len vtedy, ak na kazdom z piatich kotucov nastavime
spravnu Eislicu. Na kazdom kotuéi je 9 €islic. Uréi najvacsi moZny pocet pokusov, ktoré musime
vykonat, ak chceme kufrik otvorit, ked' sme zabudli heslo.

V/(9)=9" =59049 Vyberdme usporiadant pticu
z deviatich éislic, ktoré sa mozu opakoval.
Najvacsi mozny pocet pokusov je 59 049.
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Pr.30

Pr. 31

Pr.32

Urci pocet vietkych Sestcifernych prirodzenych éisel, ktorych ciferny sucet je parne islo.
p=9-V/(10)-5=450000 Prvi &islicu mozeme vybraf  spsobmi (1,2 ..., 9), na dalsich
Styroch miestach mdZe byf lubovolng éislica (zaleZi na poradi, $tvorica
s opakovanim z 10 cifier) a posledna cifra je bud pama, alebo nepama.
Vsetkych hladanych ¢cisel je 450 000.

Priklady na permutdcie s opakovanim

Ur¢i poéet vietkych jedenasthlaskovych slov, kioré sa daju vytvorit zo slova ABRAKADABRA zmenou
poradia jeho pismen. Uréi, kol'ko z nich je takych, Ze ziadna: a) dvojica susednych pismen nie je tvorena
dvoma pismenami A4, b) pitica susednych pismen nie je tvorena piatimi pismenami A.

_ 11!
TR TRTRY
a) OBOROKDODOBORDO Ak nemajti byf dve pismend A vedla seba, musia

=83160 Pocet spdsobov usporiadania pismen slova ABRAKADABRA.

Sh byf len na miestach, ktoré nie s obsadené.
7
(5) Potet spdsobov, ktorymi moZno vybraf 5 necbsadenych miest.
. 6!
P'(22,1,1)= o Podet sposabov, ktorymi mozno premiestnif zvy$né pismena.

Slov, v ktorych nie su Ziadne dve 4 vedla seba, je 3 780.

b) Péticu pismen A budeme povaZovaf za jeden znak.
g
p=P(5221,1)-P(221,1)=

Potet spdsobov, korymi maino premiestnif pismend 8,8, R, A.K, D.

1 !
in —L=81900
542121 2121

Slov, v ktorych nie je pit pismen 4 vedla seba, je 81 900.

Ur¢i pocet vietkych prirodzenych stvorcifernych éisel delitel'nych deviatimi,
v ktorych dekadickom zapise st len &islice 0, 1, 2, 5, 7.

Ciferny sucet éisel delitelnych deviatimi musi byt. delitelny deviatimi,
preto prichadzaju do Uvahy len ciferné suéty 27, 18 a 9. Najvacsi moiny
ciferny sucet je totiz 28 (7 + 7+ 7+ 7). Z danych ¢&isel sa ciferny sidet
27 neda zostavif. Do Uvahy prichadza len ciferny sudet 18 (7+7+2+2
alebo 7+5+5-+1) a cifemy suéet 9 (7+2+0+0alebo 7+1+1+0, alebo

5+2+2+0 alebo 5+2+1+1).
il
Py =ﬁ= Pocet Cisel z &islic 7,7, 2, 2.
4!
P =5 =12 Potet ¢isel z Eislic 7, 5, 5, 1.
41
Py = 5;-3! =6 Podet ¢isel z &islic 2 7, 2, 0, 0 (na zaciatku nesmie byf jedna

alebo dve nuly).




.33

Pr.34

o _2_1 == 9 Podet Gisel z &islic 7, 1, 1, 0 (na zatlatku nesmie byf nula).
4! 3

ps = ; o 9 Podet isel z &islic 5, 2, 2, 0 (na zadiatku nesmie byf nula).
4!

Pe =;=12 Podet éisel z éislic 25, 2, 1, 1.

p=p, tptp; Pt P+, =64+12+6+94+9+12=54

Hladanych $tvorcifernych cisel je 54.

Uréi pocet sposobov, ktorymi mozno umiestnit vietky biele Sachové
figurky (kral, dama, 2 veze, 2 kone, 2 strelci, 8 pesiakov):

a) na dva pevne zvolené rady Sachovnice (8 x & poli), b) na lubovol'né dva rady Sachovnice.
16! 4
a)p=P(822211)= ST =64 864 800 Dva pevne zvolené rady majui 16 poli.
8
M|, Potet spdsobov, klorymi mozno vybraf dva rady.

. Na 16 poli tychto vybranych radov mame umiestnif 16 figur.
P =[2]‘P'(3.2,2. 2.1,1)=1816214 400

Biele figurky moZno na dva pevne zvolené rady umiestnit 64 864 800 sposobmi’
a na dva lubovol'né rady 1 816 214 400 sposobmi.

Uréi poéet vietkych patcifernych prirodzenych €isel, ktoré sa daju zostavit z cifier 5 a 7, ak v kazdom

z nich ma byt cifra 5: a) prave trikrat, b) najviac trikrat, ¢) aspon trikrat.

a) p=P'(3,2)= !5— =10 Pocet péfcifernych &isel z cifier 5,5, 5,7, 7.

b) p, =P(0,5)= §_ =] Poéet pafcifernych &isel z cifier 7,7,7,7, 7.

p, =P'(1,4)= ﬁ =3 Poéet pafcifernych Gisel z cifier 5,7,7,7, 7.

=P'(23)= ﬁ =10 Poget pafcifernych Cisel z cifier 5,5, 7,7, 7.
=P'(3.2)= ﬁ =10 Pocet pafcifemych &isel z cifier 5, 5,5, 7, 7.

p=p +py,+p;+p, =26

op =P32)= 3'—12' 10 Pocet pafcifernych éisel z cifier 5,5, 5,7, 7.

p, =P'(4, l)—rf'l-l—s Potet pafcifemych éisel z cifier 5, 5, 5, 5, 7, 7.
=P'(50)= = :y 1 Poéet pafcifernych &isel z cifier 5, 5, 5, 5, 5.

p=p +py+p, =16

Cislica 5 je trikrat v 10 éislach.
Cislica § je najviac trikrat v 26 Eislach.
Cislica 5 je aspon trikrat v 16 Eislach.
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Pr. 35

Pr. 36

a) Uréi pocet vSetkych desatcifernych prirodzenych ¢isel s cifernym stétom 3.

b) Uréi, kol'ko z nich je parnych.

a)

9!
p,=P(27N=—z=36

217
P g
ﬂz—P(l.s)—ﬁ—9
. 9!
Ps =P(1.8)—‘ﬁ=9

; 9N
Py _P(9)—§-l

P=p +p,+py+p, =36+9+9+1=55

1
b) p, = P'(2.6)=—— =28

216!

, 8!
py =P'(1, 7)== =8

i 8!
Ps =P(8)=§i=l

5 8!
p_‘ =P (l. 7)=ﬁ=3

/ 8!
ps =P (8)‘a=]

P=py+py+py+py+ps =46

Desafciferné cisla maju ciferny sucet tri len vtedy, ked okrem
nul obsahuju len 3 jednotky alebo 1 dvojku a 1 jednotku,
alebo len 1 trojku. Nesmu v3ak zaéinaf nulou.

Potet ¢isel majlicich na prvom mieste jednotku a na zvySnych
deviatich 2 jednotky a 7 nul.

Podet Cisel majicich na prvom mieste jednotku a na zvyénych
deviatich 1 dvojku a 8 nul.

Pocet ¢isel majucich na prvom mieste dvojku & na zvyénych
deviatich 1 jednotku a 8 nul.

Pocet ¢isel majlcich na prvom mieste trojku a na zvyénych
deviatich len nuly.

Pocet Eisel majucich na prvom mieste jednotku,
na poslednom nulu a na zvysnych dsmich 2 jednotky a 6 ndl.

Pocet Cisel majucich na prvom mieste jednotku,
na poslednom nulu a na zvySnych dsmich 1 dvojku a 7 ndl.

Potet Cisel majucich na prvom mieste jednotku,
na poslednom dvojku a na zvysnych smich len nuly.

Potet ¢isel majlicich na prvom mieste dvojku,
na poslednom nulu a na zvySnych dsmich 1 jednotku a 7 nul.

Potet Cisel majucich na prvom mieste trojku,
na poslednom nulu a na zvy$nych dsmich len nuly.

Hladanych desatcifernych éisel je 55, z nich je 46 parnych.

Kolko stvorcifernych prirodzenych ¢isel sa da zostavi z Gislic ¢isla 238 8327 V hladanych éislach
sa kazda cislica moze vyskytovat najviac tol’kokrat, kolkokrat sa vyskytuje v éisle 238 832.

py =3-P(2,2)=3-6=18

py =3-P'(1,1,2)=3-12=136

pP=p +p, =54

Hladanych Stvorcifernych cisel je 54.
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V Eisle 238 832 su 2 dvojky, 2 trojky, 2 osmiky.
Potet €isel vytvorenych z éislic 2, 2, 3, 3

alebo 2,2, 8,8, alebo 3, 3,8, 8.

Pocet Eisel vytvorenych z éislic 2, 3, 8, 8

alebo 2,3, 3,8, alebo 2, 2, 3, 8.



Pr.37

Pr. 38

Pr. 39

Pr. 40

Uréi, kol'kymi sposobmi mozno premiestnit pismena slova BATERKA tak,
aby sa samohlasky a spoluhlasky striedali.

Spoluhldsok je viac, musia byt preto na kraji, V' slove si 4 spoluhsky,
skupina pismen teda mdZe zainaf pismenami 8, T, A aleboK.

P(4) Pocet usporiadani spoluhldsok, napr. T_ A_K _B.
P'(2,1) Podet usporiadani samohldsok
p=P4)-P'(21)=T2 (A_AE_,_AE_A_,_E_A_A.)

Pismena mozno premiestnit 72 spoésobmi.

Zo siedmych guliek, z ktorych su Styri modré M (nerozlisiteIné), jedna biela B, jedna cervena C a jedna
zelena Z, mame vybrat a polozif vedla seba do radu 5 guliek. Uréi, kolkymi sposobmi to mozno urobit.

M+M+M+M+B s

M+M+M+M+C , =3-P'(1L4) = Jﬁ 15 Zalezi na poradi vytiahnutia jednotiivych guliek.
M+M+M+M+Z
M+M+M+C+B 5
M+M+M+C+Z P =3 P(l 1, 3} 33—[*1';?—60
M+M+M+B+Z
51

M+M+B+C+2Z py=P(21,11)= m

p=p, +ps+p, =135
Gul'ky mozno vybraf 135 sposobmi.

Vo vrecku su ¢ervené, modré a zelené gul'ky. Gul'ky rovnakej farby su nerozlisitel'né.
Uréi, kol'kymi sposobmi mozno vybrat 5 guliek, ak vo vrecku je:
a) aspon 5 guliek kazdej farby, b) 5 éervenych, 4 modré a 4 zelené.

V patici guliek, ktoré vyberame, nezaleZi na poradi a farby sa v nej mbzu
opakovaf. Ide teda o 5-¢lenné kombinécie s opakovanim z troch prvkov.

; 7 7
a)Ci(3)= [ 5] =5 21 Guliek kazdej farby je dostatoéné mnozstvo,
je moné vytvorif vetky patice.
Pit guliek mozZno vybrat 21 spdsobmi.
b)C:(3)-2=19 Je nemozné vybraf paf modrych alebo pat zelenych guliek.

Pat guliek mozno vybrat 19 sposobmi.

Uréi pocet kvadrov, ktorych dizky hran sa prirodzené cisla mensie neZ jedenast.
Uréi, kol'ko z nich je kociek.

12 ! Iy &
c;(10)=[ } 12t e,

3) 39 32
’ 10) _ 100 _
C‘J]O)—[I]—ﬁ-lo

Kvadrov je 220, kociek je 10.
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Pr. 41
Uré¢i pocet vsetkych trojuholnikov, z ktorych ziadne dva nie si zhodné

a ktorych kazda strana ma dizku vyjadrent jednym z Gisel 4, 5, 6, 7.

6 6! 6:5-4
C'(4)= =" =—" =20
) {3] 33 3.2
Hladanych trojuholnikov je 20.
r. 42 \ '
Uréi pocet vietkych trojuholnikov, z ktorych Ziadne dva nie su zhodné
a ktorych kazda strana ma dizku vyjadrent jednym z cisel 4, 5, 6, 7, 8, 9.
o 8 8! Musime odobraf tie trojice, ktoré nesplnaju trojuholnikovi
Ci(6)-3=| . |-3=——-3=53 SR T s el
3 3.5 nerovnosf, Cize (4, 5, 9), (4, 4, 8), (4, 4, 9).
Hladanych trojuholnikov je 53.
Pr. 43
V sade 32 kariet je kazda z hodnot kariet - sedmicka, osmicka, deviatka, desiatka, dolnik, hornik, kral,
eso - Styrikrat. Karty rovnakej hodnoty sa lisia .farbou” - ¢erven, zelen, gula, zalud.
Urci, kol'kymi spdsobmi moZno vybrat styri karty, ak je dolezita:
a) len farba jednotlivych kariet, b) len hodnota jednotlivych kariet.
s 7 7 .
a)Ci(4) = W isirein 35 Vyberame Stvoricu zo Styroch farieb.
; m
b)Cy(8) = 4 = T =330 Vyberame $tvoricu z 6smich druhov kariet.
Styri karty mozno vybrat 35 sposobmi, ak rozlisujeme len farby kariet,
a 330 sposobmi, ak rozliSujeme len druhy kariet.
Pr. 44

Ulohu , Zostroj kruznicu, ktord ma tri = nasledujicich vlastnosti - prechddza danym bodom, dotyka sa danef
priamky, dotyka sa danej kruznice - pricom tieto vlastnosti sa mézu opakovar®, nazyvame Apolloniova uloha.
Uréi poéet Apolloniovych tloh.

Vyberame 3 viastnosti 2 3, ktoré sa mdzu opakova.

5 ! :
C;(3)=[ }-L“uﬂo

3) 32 2
Apolléniovych uloh je 10.

Binomicka veta

' n K
BINOMICKA VETA: Pre vietky a, b e Ran e N plati: (a + 5)" =[;Ja" +[?Ja""b' +[2]a"‘*h‘ +...+[" b,
n

(a+)" =Y [ j] -a"""b" Tento zépis nazyvame ROZVOJOM VYRAZU (a+ b)".

i=0

Pr. 45 .
Vypoéitaj (x* + »)°.

3 5 2 5 ) 5 ] 3 s 7.2 5 2 5
x*+yf = [0]{.r' )’ + (I]{.\" )¢ _1'+[2}(x” )i+ [3](.\" )yt + [4}\“)-‘ + [s]j-’ =
=x'0 +5x p+10x0y? +10x y? #5557yt + )0
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Pr. 46

L

Pr. 47

Pr. 49

Pr. 50

Vypoéitaj (1.01)".

6 6 6 5. [6
(1,01 =(1+001)" =[0]-|" 20.01° +(l]-l’ 0,01 +[2}1" -0,01° +[3]‘1’ 0,017 +

: 6 6 5
+[:)-1- 001" +[5J-1' -0,01° +(6]'|° 001° =14+6:107 +15-10™ +20-10™ +15-107" +

+6-107" 107" =1,061520150601

. } n
VZOREC PRE k-TY CLENrozvoja vyrazu (a+ b)": A, =[k 1]::"“' p*!

ﬁ]"_

Uréi 10. élen rozvoja vyrazu [S.\r’ -

X
Ay =[I2J{5x")3(—£] =-44-10* -\2
9 x

n
e iz 7 i
Ktory clen rozvoja vyrazu [-— -x] neobsahuje x?

Ix

4 =[k'f’,)[u~%]”d (2" =[;f1]?”'* B

=1l+hk+4dk-4 ~15+5k
10) O i i i
o | 7 R (2 | 4 =K-x 4 K je konstanta, kiora neovplyviiuje nase rieenie.

x ¢ =x"eo-15+5k=0 Exponent musi byf 0, ak nema élen A, obsahovat x.
k=3
Treti ¢len rozvoja vyrazu neobsahuje x.

Urci siicet (;]+[;’)
(1+1)" =[g]+[fJ+[;]++[:] Binomickd vetapre a =1, b =1

[:]+[1]+[2]+---+{:]=2"

Pouzitim binomickej vety dokaz, Ze vyraz 40" —8" —5" +1 je pre kazdé n € N deliteI'ny 28.

+

—

3% B}

it
+
+

P TR

a =

40" —8" —=5" +1=5"-8" -8" -5" +1= Upravime vyraz.

=8"(5" =1)=(5" =1)=(5" =1)-(8" -1) Upravime osobitne prvy i druhy &len stcinu.

(5" -1)=(4+1)" —1=4k: k, eN Rozvoj dvojélena (4 +1)" konél gislom 1, to sa zrusi s islom —1.
8" —1=(7+1)" =1=T-ky; k, eN Vetky ostatné ¢leny rozvoja vyrazu (4 +1)" obsahuji nasobok
(5" =1)-(8" 1) =4k, - Tk, =28k k, Eisla 4. Obdobne upravime druhy Slen sidinu.

Vyraz 40" —8" =5" +1=28k k,, teda je delitelny 28.
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Usporiadajme binomické koeficienty mocnin Ak ju vycislime, dostaneme nasledujicu schému:
dvojélenov(a+ b)" pren=1,2,3,4,5...
do nasledujucej schémy:

0

[QJ pren=0 ! pren=0
pren=1 1 ! pren=1
pren=2 ! 2 1 pren=2
pren =3 1 . 1 pren =3
pre n =4 pren =4
pren=>5 1 ! pren=35

a;d'. a;d’.

Tato trojuholnikova schéma sa nazyva PASCALOV TROJUHOLNIK. Na ramenach trojuholnikh
st v jednotlivych riadkoch éisla 1, ostatné ¢éisla v riadkoch dostaneme vzdy ako suéty Gisel
v riadku nad nimi (€islo nad + jeho l'avy sused, napr.6 =3+ 3,10 =4 +6).
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P(AUB) = P(AP(R) - P(ASR)

{

36. Pravdepodobnost

Ndhodné pokusy

PRAVDEPODOBNOST sa zaoberd matematickymi zakonitostami,
ktoré sa prejavuju v nahodnych pokusoch. Tieto zakonitosti maju
opodstatnenost len pri dostatocne velkom pocte pokusov.

NAHODNE POKUSY s pokusy, ktoré pri dodrzani predpisanych
podmienok veda k roznym vysledkom. Tieto vysledky viak zdvisia
nielen od predpisanych podmienok, ale aj od niahody.

Mnoiina moinych vysledkov pokusu a javy

Pri kazdom nahodnom pokuse vieme vopred vymenovat vietky
mozné vysledky. Tieto sa navzajom vylucuju a jeden z nich nastane
vzdy. Tuto mnozinu moznych vysledkov oznaéujeme £, jej lubo-
volny prvok .

PodmnozZiny mnoziny moZnych vysledkov nazyvame JAVY.
Oznacujeme ich A, B, C...

Prazdna mnozZina & sa nazyva NEMOZNY JAV.
Mnozinu £ nazyvame ISTY JAV.

O javoch plati vietko, ¢o plati o mnozinach:

« Ak® € A, hovorime, Ze vysledok  je PRIAZNIVY JAVU A.

» Ak je A B, hovorime, Ze jav A je PODJAVOM JAVU B.

« Jav A UB (ZJEDNOTENIE JAVOV A a B) nastava prave vtedy,
ked nastane aspon jeden z javov A alebo B.

= Jav A N B (PRIENIK JAVOV A a B) nastava vitedy, ak nastant
oba javy A a B.

« Ak A nB =@, hovorime: JavyY A a B sA navzajom VYLUCUJU.

« Jav A’, ktory nastava prave viedy, ked' jav A nenastiva,
nazyvame JAVOM OPACNYM k javu A v mnoZine €.

Nech nejaky pokus ma mnozinu vysledkov €. Vykonajme tento
pokus n-krat a pre kazdy mozny vysledok ® zaznamenajme, kol'ko
pokusov skonéilo prave tymto vysledkom.

Toto éislo n(®) nazveme POCETNOSTOU VYSLEDKOV @.

Podiel %)

nazveme RELATIVNOU POCETNOSTOU vysledkov ®.

O tomto Cisle plati0 < M) sl
n

n

Ak ma nahodny pokus m moznych vysledkov a ak st tieto vysledky
rovnako mozné (alebo rovnako pravdepodobné), tak o kazdom

1
z nich hovorime, Ze ma pravdepodobnost —.
m

P(A 0 B)= prh). P
Obsah kapitoly:

3 Nahodné pokusy

{1 Mnozina moznych vysledkov pokusu a jovy
A Pravdepodobnosti javoy

{2 Scitanie pravdepodobnosti

0 Nezdvislé javy

1 Podmienena pravdepodobnost

Ku klasickym nahodnym pokusom patri
napr. Zrebovanie lotérie, tahy Sportky,
hody mincami, hody hracimi kockami.

Ak ma mnoZina £ m prvkov, tak
existuje celkom 2" roznych javov.

Uvazujme o hadzani hracou kockou

a zisfovani ¢isla, ktoré ,padlo” na
hornej stene kocky. Mnozina moZnych
vysledkov ma viedy Sest prvkov, teda
Q={1.23.4,5,6} Skimanym javom
moZe byt to, ¢i padlo parne éislo.

({ 1-'- P M l.. Nt ilm'--\’.

Hodili sme 10-krat hracou kockou

s vysledkami 1,6.4,1,5,5,3, 1,2, 4.
Odtial vyplyvaju nasledujuce poéetnosti
jednotlivych vysledkov pokusu
n(l)=3,n(2) =1 n(3) =1, n(4)=2

n(5) =2, n(6) =1. Najviicsiu pocetnost
ma jav, ked' padlo éislo 1.

Relativna pocetnost tohto javu je 1%

Pri hadzani kockou mozZe nastat
6 roznych vysledkov. Vsetky st
rovnako pravdepodobné.



Ak uvazujeme o nahodnom pokuse s mnozinou vysledkov €, tak pravdepodobnosti p(w)
tychto vysledkov su nezaporné €isla, ktorych sicet sa rovna jeden.

Pmrdepulobnosﬁ javov

Je def' nované ako sm‘.et pravdepndobnusti virsledkov
priaznivych javu A, ¢ize P(A) = Y’ p(o).

weA

Hédm kmkmt" ' ask&diﬁﬁe'ja\rkbi

al. _aka pod:el pnazmvi'ch a moznych
vysledkov javu).

Hadzme Styrmi mincami, ktoré vieme rozoznat (prvi az stvrti). Na kazdej minci moze padnut lice alebo
rub, oznacime to / a r. Akd je pravdepodobnost javu A: lice padlo aspon na troch minciach?

i Il il rrll Vypis vistijch moznjch vysledkov, je ich 16.
lilr Irir rilr rrir

lirl Irrl rirl rrerl

Hrr Irrr rirr rrrer

i, Hir, e, Iell, it Vypis priaznivych vysledkov, je ich 5.

5
P(A)=—=03125
(A) 6

Pravdepodobnost, Ze lice padne aspof na troch minciach, je 0,312 5.

Pr. 2
Akd je pravdepodobnost vyhry 5. ceny v §portke?
5. cenu ziskame, ak uhadneme aspon tri ¢isla zo 6 vyZzrebovanych.
6
(3] Potet spbsobov, ktorymi sa daju vybraf 3 éisla 20 6 vyZrebovanych.
( 3 ] Pocet spdsobov, ktorymi sa daju vybraf 3 éisla zo 43 nevyZrebovanych éisel.
6) (43 Podet priaznivjch vysledkov (spajame vidy trojicu vyZrebovanych éisel
3) s trojicou nevyrebovanych Gisel).
49
[ 6 ] Poéet moznych vysledkov Zrebovania.
BG)
3 3
P(A)=————= =0,017 65
49
6
Pravdepodobnost vyhry 5. ceny v §portke je asi 0,017 65.
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Pr.3
V debni je 30 vyrobkov, z ktorych su tri chybné. Aka je pravdepodobnost javu A,

7e medzi 5 nahodne vybranymi vyrobkami bude najviac jeden chybny?

30 =
5 Poéet moznych vysledkov.
27 27Y (3 Poéet priaznivych vysledkov (bud vyber 5 bezchybnych
s 1 la ) vyrobkov z 27 alebo vyber 4 bezchybnych vyrobkov
27 27 (3 2 27 a jedného chybného z 3).
+ .
() (10
P(A)= —————F—=0,936

(%)

Pravdepodobnost, ze medzi 5 vybranymi vyrobkami bude najviac jeden chybny, je priblizne 0,936.

Scitanie pravdepodobnosti
Nech sa javy A a B navzajom vylucuju. Pravdepodobnost zjednotenia Obdobné tyrdenie mozeme
dvoch navzajom vyluéujucich sa javov P(A UB) = P(A) + P(B). vyjadrif i pre viac nez dva javy.

AkA A, ... A, sinavzajom sa vyluéujice javy, teda A, nA, =@,
pricom i # j, tak P(A, UA, U.. UA )=P(A )+ P(A,)+ ... + P(A ).
Pr.4
Hadzeme tromi kockami.
Uréi, aka je pravdepodobnost javu, Ze aspon na jednej kocke ,padne” Sestka.

B - P(A }=l‘§_§ javB, ... na jedne] kocke padne Sestka
b : 666 jav A | ... Sestka padne len na 1. kocke
PA ]‘_l_éé jav A, ... Sestka padne len na 2. kocke
86 S jav A, ... Sestka padne len na 3. kocke
155
P{A3}_ ““““
66 6 75
P(B,)=P{A,)+P{A:)+P(A3}=m =0,347 22
115 javB, ... nadvoch kockdch padne Sestka
B,: P(C,):aa—é jav C , ... na 1. kocke padne Sestka, na 2. kocke
151 padne Sestka, na 3. kocke nepadne Sestka
P(C’}=E'E'E javC, ... na 1. kocke padne Sestka, na 2. kocke
511 nepadne Sestka, na 3. kocke padne Sestka
P(C,)=g-avg javC, ... na 1. kocke nepadne Sestka, na 2. kocke
3. kocke
P(B:)=P(C,)+P(Cc)+P(C,)=§£0.06944 PRNB O MR Lo pe Shi
B,:P(B,)=é-é-lg=gll—6ﬁ0.00463 javB, ... na troch kockach padne Sestka
P(D)=P(B,)+ P(B,)+P(B,)= javD ... aspoii na jednej kocke padne Sestka

=0,34722+0,069 44 +0,004 63=04213
Iny (rychlej§i) sposob riesenia: Uvazujme o jave D*
LAni na jednej kocke nepadne Sestka”.
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Pravdepodobnost, Ze aspon  Tento jav je opaény k javu D ,Aspofi na jednej kocke padne Sestka®. Pritom o tychto javoch plati
. " 3 3 A _g3

{‘1& Jedn_e'] ko,(:k?-padne P{D’)=1-P(D).P(D’)= 5— PD)= 1—5—~ = 6—{-,-— = ﬂ =04213

Sestka, je priblizne 0,421 3. 6° g* 6° 216

Ak sa javy A a B navzajom nevyluéuju, éize A nB # @, tak P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).

Pr.5
Hadzme dvoma hracimi kockami. Aka je pravdepodobnost javu A

~Aspon na jednej kocke padne Sestka™?

P(A }—-]6—-%_% jav A, ...na 1. kocke padne Sestka a zdroven na 2. kocke nepadne $estka
51 -5 =
P(A, )_E E:E jav A, ... na 1. kacke nepadne Sestka a zaroven na 2. kocke padne Sestka
P(A,)= Ll AL jav A, ... na 1. kocke padne Sestka a zarover na 2. kocke padne Sestka
6 6 36 Vée&yﬁatoiavysanavzaiomvwmm.
5 l ]l
P(A)=P(A )+ P(A,)+P(A, =0,3056
As)= 36 36 36 36
Iny spésob riesenia:

Vypiseme si pomocou usporiadanych dvojic situdcie, ktoré moZu nastat.
Cislica na prvom mieste sa tyka 1. kocky, &islica na druhom mieste sa tyka 2. kocky.

11 12 13 14 15 [BS
210 22 23 24 25 | 2
31 32 33 34 35 | 36
41 42 43 44 45 | 46
51 52 53 54 55 | 56
| 61 62 63 64 65 | 66

P(A)=— ... pravdepodobnosf, Ze na 1. kocke padne 6

B
36
PB)= E ... pravdepodobnosf, Ze na 2. kocke padne 6
Tieto | javy sa navzajom nevyluéuju.

HAuN:HAHPBkHAﬁm=%+% %
Pravdepodobnost javu, Zze aspon na jednej kocke padne Sestka, je priblizne 0,305 6.

1M -pa0s6
%

Pre tri navzdjom sa nevyluéujuce javy A, B, C plati:
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(ANC)+ P(ANBNC)

Nezdvislé javy

O dvoch javoch hovorime, Ze si nezavislé, ak uskutoénenie jedného
javu nema vplyv na uskutoénenie ¢i neuskutoénenie druhého javu.

Hovorime, Ze JAvY A a B s NEZAVISLE, ak P(A nB) = P(A)- P(B).
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Podmienend pravdepodobnost’

PODMIENENA PRAYDEPODOBNOST JAVU A ZA PREDPOKLADU, Ze jav B uz nastal

P(AB) =%§)—B’, pricom P(B) 0.

O pravdepodobnosti, Ze nastani vzdjomne zavislé javy A, B s podmienenymi pravde-
podobnostami P(A|B), P(B|A), plati: P(A nB) = P(A)- P(B|A) = P(B)- P( AlB).

Ak st dané dva javy B, aB,, ktoré sa navzijom vylucujd, pricom jeden z nich
vzdy nastane, ¢ize B, NnB, = @,B, UB, = Q, tak pre [ubovolny jav A plati
A=(AnB,)U(AnB,).Obajavy(ANB,)a(AnB,)saopaf vyluuju, teda
P(A)=P(ANnB, )+ P(ANB,), resp. pouzitim vzfahu z predchadzajucej vety
dostavame P(A) = P(B, )-P(A|B, )+ P(B,)- P(A|B, ). Tento vziah nazyvame
VZOREC PRE CELKOVU PRAVDEPODOBNOST.

Pr. &
V osudi je 9 bielych gl a 1 éervena gula. Vytiahneme jednu gulu,

vratime ju a pridame gulu rovnakej farby. Potom tahame druhykrat.

a) Uréi, aka je pravdepodobnost, Ze v oboch fahoch vytiahneme Cervenu gulu.
b) Uréi pravdepodobnost, Ze v oboch tahoch vytiahneme bielu gulu.

¢) Uréi, aka je pravdepodobnost P(C, ), ze v druhom fahu vytiahneme
¢ervenu gulu (pravdepodobnost nepodmienujeme vysledkom 1. fahu).

a)C,.C, Oznatenie javov vytiahnutia éervenej gule v 1. fahu, v 2. fahu,
PIC )= II_O Pravdepodobnost vytiahnutia cervenej gule v 1. fahu,
P(C,[C,)= = Pravdepodobnost vytiahnutia éervenej gule v 2. fahu,

11

1 2
10 11
Pravdepodobnost vytiahnutia ¢ervenej gule v oboch tahoch je asi 0,018.

P(C, nC,)=P(C,)-P(C,|C,)= 20,018

ak bola vytiahnuta aj v 1. fahu.

b)B,,B, Oznatenie javov vytiahnutia biele] gule v 1. fahu, v 2. fahu,

P(B,)= % Pravdepodobnosf vytiahnutia bielej gule v 1. fahu.

10
P(B,B,)=—
®.B) =11

9 10 9
PB {'181 =PB PB,B =———=—
s 1) =FE)-FE, 1) 10 11 11

Pravdepodobnost vytiahnutia bielej gule v oboch tahoch je asi 0,818.

=0,818

Pravdepodobnost vytiahnutia bielej gule v 2. fahu,
ak bola vytiahnutd aj v 1. fahu.

¢) P(C,)=P(B,)-P(C, |B, )+ P(C,)-P(C,|C,)=  Mame dve moznosti, bud vytiahneme v 1. fahu bielu gufu

0 e L U e av 2. tahu &ervent, alebo vytiahneme

i

=—— —
1011 1011 110 10 v 1. aj 2. tahu ervenu gulu,

Pravdepodobnost vytiahnutia ¢ervenej gule v 2. tahu je 0,1.

205




Obsah kapitoly:

37. §'uﬁ5'iku O Statisticky sobor

& Charakteristika Stafistickeho siboru

Slulismlw subor

: mwmmax, i xar Sanany, x.. 2 xvmu'w

T

ABSOLUTNA POCETNOST hodnoty znaku x, je €islo, ktoré udava, kolkokrat sa v sibore M vyskytuje hodnota x, .
n

Oznacuje sa n, . RELATIVNA POCETNOST hodnoty znaku x, je dana podielom — kde n, je absolutna pocetnost
n

n
hodnoty znaku x, , n je rozsah suboru M. Zvycajne sa udava v percentach: —L..100%.
n

Statisticky suibor sa spractiva pomocou tabuliek, grafov a pod. s pouZitim vypoétovej techniky.

Charakteristika stafistického siboru

Charakteristika polohy

CHARAKTERISTIKOU POLOHY hodndt znaku su Cisla, ktoré uréitym
sposobom charakterizuji .priemernt hodnotu® sledovaného znaku.

ARITMETICKY PRIEMER hodnbt rl + X34 X, Kvantitativneho znaku x je:

Xy X P 4 X
1 2 "
e W _.E X
1
n i=1

X

Znak x ¢asto nadobida len uréity pocet r (r < n) réznych hodnat, ktoré oznadime x, , X1, ... X, .
Pre kazdi moznu hodnotu x; potom zistime, kol'kokrat sa vyskytla medzi x, . x,,..... X
Tento pocet n, nazyvame pocetnost hodnoty x ,

ne

r
Sucet pocetnosti vSetkych moznych hodnot znaku sa rovna z n, =n.
J=

Tabulku vpravo nazyvame ROZDELENIE POCETNOSTI ZNAKU: znakx | x , | l" ' e h | | ,
, s MY : : ocetnost | n n, n,
Ak pocitame aritmeticky priemer z tabul'ky rozdelenia pocetnosti, L -1 el

musime kazdi hodnotu vynasobit jej pocetnostou, pouzijeme teda

AR BT
vzorec X =~y X n,.
J=1

Pr. 1
Meriame vysku postavy s presnostou na | cm. Hodnoty kvantitativneho znaku vsak postupuju v prili§ ma-

lych krokoch, preto ich zdruzime do 5-centimetrovych intervalov. Hodnoty z toho istého intervalu zaokru-
hlujeme na stred intervalu, Tabu]'ku rozdelcma poéelnom mozZeme polom zaplsal dvomi sposobml

Lapowabi[ o Tise: 162 163-167 | 168- 172 | 173- 177 | 178-182 | 183-187 | 188-192 |
n, | 9 20 36 82 35 14 4
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2.sposob | x; | 160 | 165 | 170 | 175 [ 180 185 190
n, 9 20 | 36 82 35 14 4

Ur¢i priemernu vysku postavy.

160-9+165-20+170-36+175-82+180-35+185-14 +190-4 _ 34 860

200 200
Priemerna vyska postavy je priblizne 174,3 cm.

X=

= 174,3 (cm)

GEOMETRICKY PRIEMER X; hodnot z,,z,....... 2,

znakuzje X, =4z, -23 - uuiZ, s
MODUS ZNAKU x je hodnota x s najvécSou pocetnostou. Oznacuje sa Mod(x).

Pr.2
Zisti Mod(x)zPr. 1.

Mod(x) z predchadzajiceho prikladu sa rovna 175 alebo presnejsie, modus je interval 173 - 177.

MEDIAN ZNAKU x, oznacuje sa Med( x), je prostredna hodnota znaku.
Ak su hodnoty znaku x usporiadané podla vel'kosti, teda
Xy SXi3) SX(3) Sen SX(,0 tak

Med(x)=x . ak je n neparne,

a4l

2

1 1
aMed(x)==| Xy X, o oy ==X e . ak je nn parne.
2[ s ]] 2[ (3) [5*‘]]

(

wia

Pr.3
Urci Med(x)z Pr. 1.
Med(x) = X100 +Xi01 _ 175+175 —175
2 2
Med(x) z prikladu | je 175.
Pr.4

Suborom je 20 élenov druzstva, znakom x je ich roény prijem v tisickach korin
s rozdelenim pocetnosti v nasledujucej tabul'ke. Uréi priemerny roény prijem a median.

_ roenyprijem | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 840

pocetnost | 1 | 6 [ 6 | 5 | 1 | 1 |

30-1+40-6+50-6+60-5+70-1+840-1 _ 30+ 240+ 300+ 300+ 70+ 840
20 - 20

Med(x) = *ao) FXany =50 (tisic Sk) Medidn je v tomto pripade vhodnejSou charakteristikou. Vagsina

¢Elenov druzstva ma nizsi prijem, nez je priememny roény prijem.

=89 (tisic Sk)

=

Priemerny ro¢ny prijem ¢lena druzstva je 89 tisic korun a median prijmu élenov je 50 tisic korun.

wo £ 4p LGP
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Charakteristika variability

Kazda charakteristika polohy je islo, okolo ktorého jednotlivé hodnoty znaku kolisu (osciluju).
Vel'kost tohto kolisania vyjadruji CHARAKTERISTIKY VARIABILITY (premenlivosti) znaku.

Ak je charakteristikou polohy aritmeticky priemer, tak za charakteristiku variability volime
obvykle ROZPTYL, ktory je definovany ako priemer druhych mocnin odchylok od aritmetického
priemeru. Ak oznaéime rozptyl znaku symbolom sf . tak:

1 ~ L ;- = .
2 ==N{x, =%)* resp. § 2 = l (x, —X)° -n,, ak pocitame rozptyl z tabul’ky pocetnosti.
x n ] x n i) J
i=l =1

Ak vykoname naznaéené umocnenie vo vzorcoch, dostavame:

" r
S| = 1 2 hay
S == X =% resp.s; == x, " n, —F.
L L

SMERODAJNA ODCHYLKA 5, je definovana ako druha odmocnina rozptylu

= II_Z(,:, -%)? resp. s,
n]nl

VARIACNY KOEFICIENT v, je definovany ako podiel smerodajnej odchylky a aritmetického

5
priemeru. Vyjadrujeme ho obvykle v percentach, ¢izev, = —100%.
X

Pr.5
Pri desiatich opakovanych meraniach istej fyzikalnej veliiny sme dostali vysledky:

x, =21Lx, =200 x; =209 x, =202 x; =203 x, =203 x, =21k x, =210, x, =205 x,, =2,05.
Vypo¢itaj priemernt hodnotu merania, smerodajni odchylku, rozptyl a variaény koeficient.

. I
F=—Yx = 15 206 =206

2 1 1 —d "
5§ =— X, —Xx) =
: lozm(" %

=T]6[0'052 +0,05% +0,03% +004% +0,03% +0,03% +0,05° +0,04* +001° +0,01° ] =0,00136

s, =0,037

v, =1.8%

Priemer merania je 2,06, rozptyl merania je 0,001 36, smerodajna
odchylka merania je 0,037 a variaény koeficient je 1.8 %.

V praxi ¢asto sledujeme, ¢i a ako si od seba zavislé dva znaky x a y. Mieru zavislosti
opisuje KOEFICIENT KORELACIE r. AK X, , X, ....., X, s hodnoty znaku x

ay,. ¥, ¥, hodnoty znaku y, tak koeficient korelacie znakov x a y je

r= £ . pricom k =£Z(x, =XY ¥y =)

58, nio Vidy plati |r| < 1. Cim viac sa
1 1z hodnota r blizi k 1, tym povaZujeme
Sy =J;Z(xe _f)z'sy =.J;z(y1 _})2- zavislost x a y za vacsiu.
i=l I=l

Koeficient korelacie je bezrozmerné cislo.
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Obsah kapitoly:

38. Limita a spojitost funkcie 3 Definici limity funkeie
0 Definicia spojitosti funkcie

2 Vety o limitach

V predchadzajucich kapitolach sme sa zaoberali aj
vlastnostami funkcii, riesili sme tlohy typu ,Vysetri funkciu f
a naértni jej graf Casto sme nsul:. 7e badnotyfmﬁ:le sa’

SMa-

2 Definicia limity v nevlostnom bode

m a smdinjtwim .hliﬁf sat @
Definicia limity funkcie

Nech M je otvoreny interval obsahujiici bod a a funkeia fje definovana na mnozine M— {a}. Hovorime, 7e funkcia
ma v bode a limitu L, ked ku kazdému & > 0 existuje > 0 tak, Ze pre vietky x e M~ ~{a}. pre ktoré |x —a| <3, je
|f(x)-L|<e.

Ak mame teda dokazat, Ze ]:m f(x)=L, tak ku kazdému € >0 musime najst & >0 tak, aby platili nerovnosti
[\—01(5a!f( x)- L|<E

Pr.l 2
Ukaz, ze lim 3% =12 =12 (v zmysle predchadzajucej definicie).
x=+2 x—2

: 3x? =12, . =

Funkcia f(x)= 5 & definovana na mnozine R— {2}
= e
a pre vietky x # 2 plati f(x) = e | 8 3x +6.
“ —_

Ak ku kazdému € >0 najdeme & > 0 tak, aby platili nerovnosti |x -2/ <3 a[3x+6-12| <&,
tak sme tlohu splnili.
a) Zvol'me € = 6. Ak plati |3x +6-12] <6, tak [3(x —2)| <6 aj|x =2 <2 Cize § <2
b) Zvolme € = 3. Ak plati [3x + 612 <3, tak [3(x —2)| < 3aj |y -2| <. Cize  <1.

-2
¢) Zvolme € =10~ . Ak plati [3x + 6-12| <107, tak |3(x -2)| <107 aj|x -2 < E— Cized < %
Vidime, ze ku kazdému € > 0 staci volit § < 7 a nerovnosti[x -2/ <8a3x+6— I2| < ¢ budu platit.

5 e ]
To véak znamena, Ze lim = 12
=1 x-=2
Pr.2 2
Foef
Ukdz, Ze lim 22 =13,
=2 x-=2
3x? -12

Postupujeme obdobne ako v priklade 1.

Funkcia f(x) = je defnovana na mnozine R—{2}

12—3_1'+6.

a pre vietky x # 2 p]au f(x)= %

Ak ku kazdému £ > 0 najdeme 8 > 0 tak, aby platili nerovnosti|x -2/ <8 a [3x +6-13| <€,

tak sme ulohu splnili.

a) Zvolme € =6. Ak plati 3x +6—13| <6, tak

<2ajlx —2|<§. Cized < 2.
3 3

7
xX==
3
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| k2

b) Zvolme € = 3. Ak plati [3x + 6—13| < 3, tak

x—z (]aj|x—-2|<g.(=.‘iie8£
3 3

=2

2 o, ’ » - .
¢) Zvolme £ =107°. Ak plati|3x +6—13[ <107, tak < = V tomto pripade viak vhodné &

7
X——
3

> o]

TCaN] - 2 .
nenajdeme, pretoze 3 —-ﬁ > 2. To v8ak znamena, Ze lim . —i¥13.
=1 . x—2

Zapis lim f(x) = L méZeme ¢itat aj takto: Cim je hodnota premennej x blizsie k a, tym je funkénd hodnota bliZsie k L.
x—a 7
3x° -12

blizsie k 12%.

Teda v priklade 1 sme zistili, Ze ,.¢im je hodnota premennej x blizsie k 2, tym je hodnota zlomku

Kazda funkcia ma v danom bode najviac jednu limitu. Napriklad lim L neexistuje.
x=0 x

Definicia spojitosti funkcie

Casto pouzivame pojem spojita funkcia. Intuitivne si predstavujeme, Ze spojitou funkciou na nejakom intervale | je
taka funkcia, ktorej graf mozno nakreslif jednym tahom, resp. grafom je neprerusena ¢iara. Presna definicia spojitosti
funkcie je myslienkovo podobna definicii limity funkcie.

Hovorime, Ze funkcia / je spojita v bode g, ked: Posledni vetu niekedy ¢itame aj takto:

a) je v bode a definovana, .ku kazdému g-ovému okoliu bodu fla)

b) ku kazdému £ > 0 existuje & > 0 tak, Ze pre vietky x, existuje také & okolie bodu a, Ze pre

pre ktoré |x —a| <&, je|f(x)- f(a)| <e. vietky x z tohto okolia je f{x) z e-ového
okolia bodu fla).

Z definicie limity funkcie a z definicie spojitosti funkcie vyplyva:

1. Ak je funkcia definovana v bode a a je v tomto bode aj spojita, tak jej

limita sa rovna jej funkénej hodnote v bode a, teda lim f(x) = f(a).

2. Ak k funkcii fa k otvorenému intervalu | obsahuj‘ﬁ_é“emu bod a existuje taka funkcia g spojita na intervale |,

Ze [(x)=g(x)pre vietky x € |-{a}, tak limitou funkeie / v bode a je g(a). Teda lim f(x)= !I_r.l':g(\‘) =g(a).

Vety o limitdch

Polynomické funkcie, goniometrické funkcie, exponencialne
a logaritmické funkcie st spojité viade tam, kde si definované.

i !‘i‘l f(x)=Fa .ll-?};g(x) =Gtk Ak y = f(x) = k (funkeia f je konStan-

a) lim[/(x)+g(x)]=F+G (limita siétu funkeii), tna funkcia), tak lim f(x) = k.
b) lim [ £(x)-2(x)] = F-G (limita rozdielu funkeii),
o) lim[/(x)-g(x)] = F-G (limita sucinu funkcii).
Ak lim f(x)=F, limg(x)=GaG # 0, tak lim r:.\ ) = : (limita podielu funkcii).
X—+a X=+a I—+d .'J X 7
Pr.3

x?=12x+35

Vypocitaj lim
] x=5

2 _12x x=5)(x+7 _
f(x)= i IZ_\5+ 35 = (5=5) (; ) =x-7=g(x) Ax #5 K funkcii f sme nasli spojitu funkciu g,
x— X -
atak platt: i 12X 135 - jim(x —7) =2
=5 x=5 s
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Pr.4

Vypogitaj |ir§[ﬂsf—35 ~(2x ﬁs)}
x— xX—-

Pouzijeme vetu o limite rozdielu funkcii a dostavame

Iiml:x 12435 _3)] =
X

-5

x5

lim

x—+5

x?=12x+35
x—=5

~lim(2x -3) =-2-7=-9.

Pri opise vlastnosti funkcii z prikladov 2 a 3 zo 17. kapitoly pouZi limitu.

x+1
Z obrazkov grafov funkcii je zrejmé, Ze hm ——=1a hm

Definicia limity v nevlastnom bode

Hovorime, Ze 1|m f(x) = L. ak ku kazdému € > 0 existuje 8 > 0 tak, Ze pre vietky x > 8 je|f(x)— Li<e.
Tuto limitu nazyvame aj limita v nevlastnom bode. Kazd4 funkcia ma najviac jednu limitu v nevlastnom bode.
Ak tato limita existuje, hovorime, Ze funkcia konverguje. Ak neexistuje, hovorime, Ze funkcia diverguje.
Obdobne sa definuje aj lim / (x).

- x—1

-

r—l

=2

\'—I

Plati, Ze lim i Oa l:m g* =0, ak|g| <1. Tuto skutoénost vyuzivame pri vypoétoch limit.

e 8

Tieto dve tvrdenia sa daju dokazatl pomocou definicie limity (podobny postup ako v priklade 1).

Pr. 6

Pr.7

Pr. 8

2x -1
Vypocﬂaj lim o
Saie yi
261
e S RS . e

lim

il

(2—]—) 2 lim ~
XJ)_ - xay

lim = lim
s T | T—pea X 1

X X

lim

= o

i

X

:]'

|
- lim —

T4y

72—
|

|

S |lo

2

Zlomok sme kratili éislom x (x — 0 = x # 0), pouZili sme vety

o limitach a znamu limitu.

1-
Vypocitaj hma =

1—limg*
2o =g b
lim a
e | —g 1-¢

.aka¢0A1q|<]
q

a

_]—(f

S(x+h) +4(x+ »"i)—-(S.\'J +4.\‘)

Vypocitaj lim
h—=0

—5x°

Riesenie prikladu 6 je vlastne na-
vodom na uréenie jednej asym-
ptoty niektorych funkcii.

V priklade 7 sme vlastne ur€ili
stucet nekoneéného geometrické-
ho radu (pozri kapitolu 22).

Ak |g| 2 1, tak nekonecny geomet-
ricky rad nema sucet (diverguje).

h
s(x+h)’ +4(_r+h)—(5.\" +4x) {5(,\”;,)’
lim = lim
k=0 h h=0 h
T gl
i S(x+h)" =5x m4(x+h) 4x BTN

h=0 h h—0

h

4(x+h)-4x
L4+ m)-a

h
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Obsah kapitoly:

39. Derivacia fUﬂkCie 0 Definicia derivacie

0 Vety o derivacidch

3 Derivacio o priebeh funkcie

Pojem derivacie funkcie ako Specialneho pripadu limity
sa vytvoril v priebehu druhej polovice 17. storoéia pri
rieSeni konkrétnych fyzikalnych a geometrickych uloh.

Pr.1

Pr. 2

Oba priklady mali jednu vec spoloénu,
v oboch sme poéitali limitu typu: li

Napis rovnicu dotyénice k parabole y = x* v jej bode A[1; y].

y=1=k(x-1) Pouzijeme smemicovy tvar rovnice priamky (pozri kapitolu 32), kiord prechadza bodom A.
B[1+m (1+4)
Bod B je bodom paraboly a B # A akh = 0.
_(+h) =1 h*+24
r (1+n)-1 h k 45 e smemica seénice prechadzajticej bodmi A, B.

BoAeh-s0sk, 5k
Cim je B blizsie k A, tym je hodnota smemice seénice AB bliz§ie k hodnote smernice

2 hladanej dotyénice.
. hT +2h
k = lim L=2
h=0 h
y=1= 2(x ~—1) Rovnica dotyénice k danej parabole v bode A
Dotyénica k parabole y = x* v jej bode A[1; ¥] ma rovnicu v —1 =2(x — 1).

Teleso sa pohybuje volnym padom. Uréi jeho okamziti rychlost po uplynuti 1 sekundy od zaciatku
pohybu. ’

s(;)=%;’ = 3(])=%As(l+ﬁ)=%(l+h):

g 1 8 82
3(1+n) -5_5(;: +2h)

= 1+ h)-1 = h pv je priemema rychlost pre t & (1, 1+h).
h=0=2p—ov Cim je hodnota h blizSie k 0, tym je priemema rychlos pv biiz3ie
E(n* +20) K okamaite] rychlostiv.
y=lim2— "=
h=s0 h

Po uplynuti | sekundy od zac¢iatku pohybu sa teleso pohybuje okamzitou

rychlostou g (priblizne 9.8l m-s™" ).

- Sf(a+ h)—f(a).

=0 h
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Definicia derivacie
DERIVACIOU FUNKCIE f(x) v bode a nazyvame Derivicia je vastne pomer prirastkov _A_-!’, ak
_ f(a+h)~/(a) AT o fos Ax
ng e ak tato limita existuje. Ax je velmi male®.
Derivaciu funkcie f(x) v bode a oznacujeme f”(a).
Niekedy (zvyEajne vo fyzike) namiesto
¥ =11(x) pl_ime'ﬂa ¢itame ,derivacia y
V priklade 8 z predchadzajicej kapitoly sme vlastne dx

vypogitali derivaciu funkcie f(x) = 5x* +4x podla x*, & namiesto v = 5" = f*(1) piSeme
v bode x, ¢ize )("(_\‘) =15x° +4. %aﬂmﬂ-dﬂﬂms(w}m!(mﬂ)‘-

Pr.3
Vypogitaj derivaciu funkcie /: y =ax" v bode x,(n € N).

a[m’o"l h+ [;std h* + .. +h" ]
= lim

h—0 h

a(xy +h)" —ax] |

RN
=anxg

f'(x0)= P_ﬂ

Vety o derivacidch

Ak funkcie fa g maju derivéaciu v bode a, tak:
a) aj funkcia / + ¢ ma derivaciu v bode a a plati( / + ¢ )’ (a) = f'(a)+g'(a),
b) aj funkcia / — ¢ ma derivaciu v bode a a plati( / — ¢ )' (a) = f'(a)-g’(a).
¢) aj funkcia /- g ma derivaciu v bode a a plati( / - g), (a)= f'(a)-g(a)+ f(a)-g'(a),
& _ f'(a)-g(a)-f(a) &' (a)

L) (@)= i

g (2(a))

d) aj funkcia L ma derivaciu v bode a a plati

, priéom g(a) # 0.
4

Derivacie niektorych elementarnych funkcii:

Obsah pojmov ,derivicia funkcie v bode*

y=k. k - konétanta a ,derivacia funkcie® je rozny.
p=x" v=nx"" el _ ”
: Pod derivacion funkcie v bode rozumieme
~ y=sinx y' =cos x konkrétne €islo (hodnotu).
i y=CO0§ X ¥y =—sinx _
= = — Derivacia funkcie je vlastne predpis (dalSia
| y=e | FEeT funkeia), pomocou ktorého zistujeme derivaciu
| y=a“,a#laa>0 | y'=a" Ina [ v bode.
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Derivdcia a priebeh funkcie

Derivicie stu vhodné nielen na urcenie dotyénice a okamazitej
rychlosti (resp. na urenie pomeru prirastkov), ale aj na skiimanie
priebehu funkcii, najmé na uréenie intervalov, kde je dana funkcia
rastuca, klesajuca, kde ma extrémy. Ulahcuje nam rieSenie
mnohych uloh o funkciach, ktoré sme riesili v predchadzajucich
kapitolach.

Maximum a minimum (extrémy) funkcie sme definovali v 13. ka-
pitole. PodIa tejto definicie nema funkcia f: y = —2x|x — 3| ktorej
graf sme nacrtli v pr. 7 z 15. kapitoly, ani maximum, ani minimum.
No pri pohlade na graf tejto funkcie ma zmysel definoval tzv.
LOKALNE (miestne) EXTREMY a GLOBALNE EXTREMY.

Definicia extrémov v 13. kapitole je vlastne definicia globalnych
extrémov.

Hovorime, Ze funkcia /' ma v bode a LOKALNE MAXIMUM
[minimum], ak pre vietky x z nejakého otvoreného intervalu
obsahujiiceho bod a plati £(x) < f(a) [ f(x) 2 f(a))]-

Platia nasledujice vety:
1. Ak ma funkeia f v bode a lokalny extrém a f’(a) existuje, tak /‘(a) = 0.
2. Ak pre vietky x € (a, b)jef’(a) >0, tak funkcia fje rastica na (a. b).

3. Ak pre vietky x € (a, b)jef’(a) <0, tak funkcia fje klesajica na (a. b),

Pr.4 . 15
Uréi lokalne extrémy funkcie f: y = -‘3— —x*=3x+11

f(x)=y =x*-2x-3 Derivacia funkcie f v jej lubovolnom bode.
x?=2x-3=0&x, =3vx, =-I V tychto dvoch bodoch méze maf funkcia extrémy,
x?=2x-3>0 x €(~o0,~1) U (3, =) Vyuzileme rieSenie pr. 7 2 12. kapitoly.

x?=2x-3<0ex e(-1,3)

Derivacia funkcie fje na intervale (—eo, —1) kladna, teda na tomto intervale f rastie.
Derivacia funkcie fje na intervale (-1, 3) zaporna, teda na tomto intervale / klesa.
To vak znamena, Ze v bode —1 ma funkcia / lokalne maximum,

Derivacia funkcie fje na intervale (-1, 3) zaporna, teda na tomto intervale f klesa.
Derivécia funkcie fje na intervale (3, =) kladna, teda na tomto intervale f rastie.
To vSak znamen4, Ze v bode 3 ma funkcia / lokalne minimum,
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i e e

P.5  Navrhni rozmery rotaéného valca tak, aby mal pri danom povrchu maximalny objem.

V=nrly
I Objem valca s polomerom podstavy r a vySkou v.

Objem V je funkciou dvoch premennychr, v.
Powrch tohto valca - konétanta.

P=2nr* +2mrv

P-2ns’ , P=2wrr Por 4

y=e——— =V =tr' —=——-m
2nr 2nr 2 Objem V je funkciou .

L R T (I SR |

T W F _63:“-— 6T Polomerr > 0.

i ) 2 /i P
v '5_3’" >0=r <§=>H{‘|Jg; Zisfujeme, kde funkcia rastie,
. ) ) P P
e e e il S Zistujeme, kde funkcia kiesd.

Funkcia V = PT —nr’ nadobuda maximalnu hodnotu pre r = 1’ F . Vtedy viak pre v plati:

‘._P-zwl al |'6n [P CIF f 2
2nr 2nr Zrt 61't fm:

Valec s danym povrchom P ma maximalny objem vtedy, ked jeho polomer r =

3
a jeho vyska v =2r.
.\, 0T

Pomocou derivicie rychlo uréime aj vrchol tych
parabol, ktoré si grafmi kvadratickych funkeii.
Napr. y=x" -5x+6= ) =2x-5=
5 1 [5 1 ]
=9x=i=by=——=>i’ =, -

V praxi je éasto uzitocné zistif pre danu funkciu jej priebeh v celom definiénom obore a nacrtnut jej graf. Pri
jednoduchsich funkciach vystaime pritom s tymto postupom:

1. Zistime definiény obor funkcie a jej body nespojitosti, pripadne iné vlastnosti, ktoré vyplyvajt z jej definicie (napr.
ak je jej graf simerny podla osi y (parna funkcia) alebo podla zaciatku (neparna funkcia), priesecniky so
stiradnicovymi osami a i.). Dalej zistime, v ktorych bodoch ma funkcia derivéciu a vypoCitame ju.

2. Zistime intervaly, kde je funkcia rastuca alebo klesajica.

3. Najdeme body, v ktorych ma funkcia lokalne extrémy.

Vypocitame funkéné hodnoty vo vyznamnych bodoch, pripadne g lim f(x), klim S (x), ak tieto limity existuju.

Pr.é
Vysetrite priebeh funkcie fi v =3x * +4x7a naértnite jej graf.

D(f)=R
£(0)=3-0* +4-0° =0 = [0: 0] f

4
f(x)=3x* +4x7 =0 = x’(3x+4)=0 = x=0vx e = [w%;ﬁ]&f prieseéniky s osami x a y

f(x)=3x* +4x7 A f(—x)=3x" —4x’ = funkeia nie je pama ani nepama
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S(x)=(3x* +4x7) =12x" +12x7

derivacia funkcie A
12x° +12x% =12x2 (x +1) =0 = body, v kiorjch méze i
x=0Ax=-1 mat funkcia lokiny extrém S il
12x7(x+1)>0 = x> -1 funkeia rastie
12x% (x+1) <0 = x <1 funkcia Klesa T
l..
Funkcia £ v =3x" +4x° ma v bode ] 1 X
x == lokalne minimum y =—1,
- - -I--
klesa na (—oo; —1) a rastie na (=1; ea).
Pr.7
Vysetrite priebeh funkcie g: y = 3 a nacrtnite jej graf.
-x
1-x* =0 = D(g)=R-{%1} funkeia nie je spojtd v bodoch x = +1
g(.vc):l £ g Ag(-x)=| 2 T = funkciag je nepdma a stai ju vySetrovaf na intervale (0; =)
—-x -x
0
g(l.'.'l)=I = =0 = [0:0]eg
S’(X)=l%={}=:~x=0m [0;0]eg prieseéniky s osami x a y
-x
g'(x):(l & 2] =( % )2 derivécia funkcie
—-X I_xl
Lzo : derivécia funkcie je vzdy nezdpomd, tie funkcia
(I_xz)’ rastie na mnozinach, na ktorych je definovand
lim ——=0 A lim ——_=0 : o
Xte ] —x FA-w]—x i H
! A . . i :
.‘l_l.l'l;ll = neexistuje A -"t-l‘n—"l—xz neexistuje E 24 i
s
E x
. H | -~
; ! i
2 A o
; 5 s g : - |
Funkcia g: y = T hie je spojita i !
v bodoch x = %1, nema lokalny extrém ! 21 :
a rastie viade tam, kde je definovana ' i
(no nie na D(g)). : ;
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Obsah kapitoly:

40. Neur‘ﬁﬁ a l".‘c'i'i il'l'egl'lil 0 Definicio primitivnej funkcie

0 Definicio neuréiteho integralu

0 Vety o neurcitych integraloch

Vaznik integralneho poctu je spojeny s menami I. Newtona a 0 Newtonova-Leibnizova formula urcitého integralu
G. W. Leibniza i s pojmom kvadratara (vypoéet obsahu).
Pojem kvadratura sa vyvijal viac ako 2 000 rokov a jeho vyvin
sa vlastne dodnes neukonéil. Integralny pocet ma Siroké
uplatnenie v prirodnych a technickych vedach. Pouzivame ho
napriklad pri vypoétoch obsahov rovinnych atvarov, objemov
rotaénych telies, pri ur€eni drahy rovnomerného pohybu, pri
vypocte price...

Pr. 1

O Geometrické aplikacie urtitého integralu

Uréi zavislost drahy od &asu ¢ pre teleso pohybujice sa rychlostou v(1) = 1% + 1 -1.
s'()=v(n)=1" +1-1 Hiadame takii funkciu s, klore] derivéciou bude v.

() =3¢ :(ar")’ =1 =3a=1 =>a=§

() =2=(b) =t=s2b=i=b=]

2
=1
ey
s(r)= e - 5= ! Pouzité pravidio o derivacii suétu funkcil,
: ! AP W 5

Skuska: s"(1)=| —+——1t| =<3 + = 2t=t" =1 +1-1=2(1)

3 2 3 2

3 2

Zavislost drahy od ¢asu ¢ pre teleso pohybujice sa rychlostou v(1) = 1* +1—1je s(t) = FT + r—j— -1

Definicia primitivnej funkcie
Primitivnou funkciou k funkeii f(x) na intervale | nazyvame
kazdu funkciu F(x), pre ktort F'(x) = f(x) pre vietky x €L
Pr.2 3

Zisti, &i funkcia: a) f(x)= —‘—; b)g(x)= —%— —17 je primitivnou funkciou k funkeii 4(x) = x*.

.

3
a) f'(.t):(x—J =I—-3‘x‘1 =x? =h(x) Ak f, g st primitivne funkcie na intervale | k te] istej
3 ? funkcii h, tak f, g sa lidia o konstantu (derivacia
3 2 = kon&tanty je nula), teda f( x) =g(x) +ec.
b) g'(.\')=[%—l?] =-;—-3-x‘ -0=x" =I'i'(.\')

Funkcie £, g st primitivne funkcie k funkeii A.
Pr.3

Uréi krivku, ktora prechadza bodom [—4, 5] a ktorej dotyénica v jej lubovol'nom bode [x, y]
ma smernicu k =2x + 4.

S(xX)=2x+4= f(x)=x" +4x = Nl e Ko, Kol doitviiiou e ke = 2 44,
= f(~4)=(-4)" +4-(-4)=0%5 o tato krivka neprechadza bodom [—4, 5.
f(x)=x>+4x+c=5=(-4)" +4-(-4)+c=c=5 Primitivne funkcie sa Iiéia o kontantu,

Hladana krivka mé rovnicu y = x° +4x+5.
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Definicia neurcitého integralu

Mnozinu vSetkych primitivnych funkeii k funkcii f(x) oznacujeme j f(x)dx
a nazyvame neuréitym integralom funkcie f(x).

kx+c¢

7Y
Ael - ’
—cosx +¢
sinx + ¢ |
y=e" e +¢ I
Vety o neurditych integrdloch
Ak [ f(x)dx = F, [g(x)dx =G, a e R, tak:
a) ja;f(x)a!x =a F+ec (integral zo sucinu konstanty a funkcie),
b) J-( S(x)+g(x))dx=F+G+c (integral zo suctu funkcii),
c) I( f(x)-g(x))dx =F-G+c (integral z rozdielu funkcii).

Pr. 4
Vypocitaj I(\ 3 —5x% +6x— 3)d.\'.

J'(x P -5x? 46x-3)dx = J’x Sdx - sJ'x 2dx + sj'xd.\- - _[Bd.r B

4 3 1 .4 Sy 3

X X X \ X L

=—=5—+6 =“3x+c= ==X —IX T
4 3 2 4 3

Newtonova-Leibnizova formula uréitého integrdlu
Ak j_f (x)dx = F(x)+ ¢, tak uréitym integralom (od a do b) nazyvame &islo F(b) — F(a).
b

Zapisujeme: [ f(x)dx =[F(x)] = F(b)-F(a).
g Newtonova - Leibnizova formula patri

i . dodnes medzi beZny arzenal Studentov
Vypocitaj [sinx d. strednych a vysokych $kol. Menej je
) viak zname, Ze tato formulu neobjavil
n . P P
J'sinx di= [—cos.\-]: =—cosmt —(~c0s0) = —(=1)=(~1) = 2 a"f Newton, ani Leibniz, ale 1. Barrow,
0 ugitel' . Newtona.
Pr.é in
Vypocitaj jsinx dx
n
Isin.\' e [—cos.\']i‘ =—cos2n —(-cosm) = -1 —[—(—])] =-2
218
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Pr.7 2%
Vypocitaj Isin x dx
0

Isinx dx = [—cosr];l = —cos2n —(—cos0) ==1-(~1)=0
(1]

Geometrické aplikdcie urditého integrdlu

Vypodet obsahu plochy pomocou integrdlu
Obsah § atvaru ohraniéeného priamkami x = @, x = b, osou x a grafom (spojitej)
funkcie ¥ = f(x). x € (a, b) je F(b) ~ F(a), kde F je Tubovolna primitivna funkcia
k funkeii f; pricom viak f(x) 20, resp. f(x) <0 pre vetky x € (a. b).

Zapisujeme: 5 = jr( v )dx

V pr. 5 sme teda vypocitali obsah utvaru ohrani¢eného priamkami x =0, x =T,
osou x a grafom funkcie y = sinx, § =2 (jednotky obsahu).

V pr. 6 sme vypogitali obsah atvaru ohrani¢eného priamkami x = T, x =27,
osou x a grafom funkcie y = sinx, § = 2 (jednotky obsahu).

V pr. 7 sme vSak nevypocitali obsah utvaru ohrani¢eného priamkami x =0, x =2,
osou x a grafom funkcie v = sinx, pretoZe funkcia na tomto intervale nadobuda
kladné aj zaporné hodnoty.

Pr.8

Vypogitaj obsah utvaru ohrani¢eného priamkami x = -2, x =—1, osou x a grafom funkeie y = x .

foa ]
% 4 4

4

Utvar ohraniéeny priamkami x = —2, x =—1, osou x a grafom funkcie v = x’ ma obsah If
Obsah wtvaru ohraniceného grafmi funkii (spojitych) ¥ = f(x)a y = g(x) mézeme vypocitat
b
podla vzorca S = I[ f(x)-g(x )]dx‘. kde a, b st x-ové siradnice ich priesecnikov.

Pr.9 :
Vypocitaj obsah ttvaru ohraniceného grafmi funkcie f(x)=x" —2xa g(x)=4x-x".

f(x)-g(x)=x" —2x—(4x—.\'1)=2x: —6x

2x? —6x =2x(x-3)=x, =0,x, =3 Priesecniky grafov danych funkeil.
3 3 3 273
p x x 27 9 27-2-3-9-3
egl)de = [2(x? =3x)dx =2 3.2 | =2|Z-3.2|=2. " =9
JLre) -5 = 2" -32) (-] -2 (F3)2 "5

Utvar ohraniéeny grafmi funkcie f(x)a g(x)ma obsah 9.
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Vypodet objemu rotaného telesa

Ak 4 je rotacné teleso utvorené rotaciou krivky y = f(x) okolo x-ovej osi, pricom fje nezaporna
b

funkeia spojita v kazdom bode intervalu (a, b), tak jeho objem V' (4) = [ /* (x)dx.

Pr. 10
Odvod' vzorec na vypoéet objemu gule.
x*+yt =1t 2 = —x? Rovnica kruznice so siredom S0, 0] 2 polomerom r. Kruznica nie je grafom funkcie!
HPNF kS Rovnica polknuZnice leziacej nad osou x.
- owd e
V(G)‘z“l(’ x? ) = Stadi otadat aj Stvrtkruznicu, dostaneme tak polguly.
- I 4 3 3
=21r|:r2x ——] =21":(rJ _r_] -
3
a
; o S
Objem V gule s polomerom r je % nr.
Pr. 1l
Vypocitaj objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotéciou elipsy (a =5, b = 3) okolo jej vedlajsej osi.
x? y? 5 25x° 25x?
T e f 9 Rovnica elipsy so stredom S{0, 0], pricom jej hlavnou
(o 25x 25:° | T
V(E)=2nj‘[zs- - )dx=21t|:25x =22 ] -
0 33 I Staé otééaf &tvrfelipsu a vysledok vyndsobit 2.
a3
=21t(25‘3-£59%]=21t-25-2=10011
Dany elipsoid ma objem 100x (jednotiek objemu). Gkl g Slipaid.
Pr. 12
Vypo¢itaj objem telesa, ktoré vznikne otaéanim ttvaru ohraniéeného krivkami y = x° a y = x.
xt=x=x? —x=0=x(x-1)=0=x, =0,x, =1 Spoloné body kriviek,
1 s
V(T)=rx‘dv=n|-| =% Objem 1. telesa.
i 5 5
l 1 =
V(T)=n[x?ax=n|—| == Objem 2. telesa.
o 3 0 3
V(TJ—V(T,):%——E=% Hiadany objem je rozdiel objemov.
Objem telesa, ktoré vznikne otaéanim ttvaru ohrani¢eného krivkami y=x" a y = x,
A, . .
je 5 (jednotiek objemu).
220
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Register

A

amplituda

argument

argument funkcie

- = doplnkovy

- - dvojnasobny

- - poloviény
asociativnost
asymptoty hyperboly

B

body nulové

hd

@

¢initele korenové
¢isla nesudelitelné
- opacné

cislo celé

- desatinné

- Eulerovo

- imaginarne

- iracionalne

- kombinaéne

- komplexné

- komplexne zdruzené
- opacne

- prevratené

- prirodzené

- raciondlne

- redlne

- rydzo imaginarne
- zlozené

¢len absolitny

- kvadraticky

- linearny

D

delenie komplexnych &isel
- mnohoélenov

delitel' najvacsi spoloény
delitelnost

derivacia funkcie

- - v bode

21,

11,

213
213

diagram Vennov 8
diferencia 100
distributivnost 12, 14
dizka kruznice 129
- usecky 157, 164
dotycnica kruznice 130
- - vnltorna a vonkajsia 136
dvojice uhloy 112
E
elipsa 173, 175
excentricita elipsy 173
- hyperboly 174
exponenciala (exponencialna
krivka) 79
extrém lokalny 214
- globalny 214
extrémy funkcie 64
F
faktorial n 182
formula Newtonova-

-Leibnitzova 218
funkcia exponenciilna 79
- - dekadicka 79
- - prirodzena 79
funkcia goniometricka 86, 89
- - v oblikovej miere 87
funkcia inverzna 64
funkcia kvadraticka 68
- - s absolutnou hodnotou 71
funkcia linearna 65
- - lomena 76
- - lomena s absollitnou

hodnotou 78
- - s absolutnou hodnotou 65
funkcia logaritmicka 80
- mocninova 74
- neparna 64
- parna 64
- periodicka 64
- primitivna 217
- prosta 63
- realnej premenne;j 62
- zloZena 63

G

grad 111
graf funkcie 62
- - linedrnej 65
gula 149

H

hodnota absolutna 17, 22
- - vyrazu 40
hodnota funkéna 62
- znaku 206
hodnoty vyznacéné gonio-
metrickych funkcii 86, 88
hranica polpriestorov 139
- polrovin 110
hranol 148
hyperbola 174, 175
- TOVIOOSOVA 76
CH
charakteristika polohy 206
- variability 208
|
identita 133
ihlan 148
- zZrezany 149
integral neurcity 218
- uréity 218
intervaly 18
- znazornenie na ciselnej osi 18
J
jav 201
- isty 201
- nemozny 201
- opaény 201
Jjavy nezavislé 204
jednotka imagindrna 20
jednotky Statistické 206



K

kocka 147
koeficient korelacie 208
- podobnosti 116
- rovnolahlosti 135
- variaény 208
kolmica 113
kolmost priamok a rovin 144
kombindcie bez opakovania 183
- s opakovanim 192
kombinacné ¢islo 183
komutativnost 12, 14
konstrukcia algebrického

vyrazu 121 - 123
- dotycnice ku kruzZnici 131
kosinus uhla 86
kotangens uhla 86
kratenie zlomku 15

kritérium kolmosti vektorov 156
kritérium rovnobeZnosti

dvoch rovin 145
- - priamky a roviny 145
krivka logaritmicka 80
kruznica 117, 173, 175
- a kruh 129
- opisana trojuholniku 116, 117
- Talesova 118
- vpisana do

trojuholnika 116, 117
kruznice sustredné “ 130
kuzel rotacny 148
- Zrezany 149
kuzelosecka 173
kvader 147
kvadrant 87
kvantifikator 7
kvocient 103

L
limita funkcie 209
- ¥ nevlastnom bode 211
logaritmus dekadicky 80
- Cisla 82
- prirodzeny 80
M
maximum funkcie 64
- lokalne 214
222

median znaku 207
medzikruzie 129
metoda intervalov 40
miera oblukova 111
mimobezky 139
minimum funkcie 64
- lokéalne 214
mnoZina 8
- moznych vysledkov javu 201
mnoziny bodov s danymi

vlastnostami 117, 118
- disjunktné 182
mnohoélen 27
mnohouholnik 125
- pravidelny 128
mocnina 35, 36
- komplexného ¢isla 21, 26
mocniny cisla i 21
mocnost bodu vzhladom

na kruznicu 131
modus znaku 207
monoténnost funkcie 63

N

nasobenie komplexnych

Cisel 20, 25
- mnohoélenov 28
nasobok najmensi

spoloény 11, 31
nerovnica exponencialna 82, 83
- kvadraticka 58
- linearna 56
- logaritmicka 84
- s absolutnou hodnotou 58
- s neznamou v odmocnenci 60
nerovnice s dvoma

neznamymi 61
nerovnos( trojuholnikova 114

O
objem rotaéného telesa 220
obor definicie premennych 32
obor funkcie definiény 62
- - hodnét 62
obsah kruhu 129
- plochy 219
- trojuholnika 96
obvod kruhu 129
- poloviény trojuholnika 96

odcitanie komplexnych ¢isel 21

- mnohoélenov 28
odchylka dvoch rovin 144, 171
- mimobeZiek 144
- priamky od roviny 171
odchylka priamok 113, 162
- - v priestore 144, 171
odchylka smerodajna 208
odmocnenie iastocné 37
odmocnina 17, 35
odsek gulovy 149
- kruhovy 129
odstranenie odmocniny

z menovatela 37
ohranicenost funkcie 64
ortocentrum trojuholnika 115
os uhla 111, 118
- usecky 113
otacanie 134

P

parabola 174, 175
parameter 157
- paraboly 174
perioda 15
permuticie bez opakovania 183
- s opakovanim 192
pocetnost absolutna 206
- relativna 206
pocetnost vysledkov 201
- - relativna 201
podjav javu 201
podmnozina 8
podobnost trojuholnikov 116
pokus nahodny 201
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- - = rovin 140, 169
- - kruznice a priamky 130
- - kuzeloseciek 177
- - kuzelosecky a bodu 176
- - kuzelosecky a priamky 176
- - priamky a roviny 140, 169
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polohy rovin 167
polomer kruznice 129
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postupnost aritmeticka 100
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- koneéna 98
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- nekoneéna 98
- prirodzenych ¢isel 98
- rydzo monotonna 98
postupnost uréena graficky 99
- - rekurentne 99
- - vymenovanim prvkov 99
- - yzorcom pre n-ty élen 99
postupnost 98
posuvanie 134
pravdepodobnost 201
- javu 202
- podmienena 205
pravidla pre pocitanie

s mocninami 35
- - - s odmocninami 35
pravidlo kombinatorické

stiéinu 182
- - suétu 182
premenna 27
- nezavisle 62
premietanie volné

rovnobezné 147
prevod komplexného ¢éisla 23, 25
priamka 110
- uréujica paraboly 174
priecka mimobeziek 143
- trojuholnika stredna 114
priemer aritmeticky 206
- geometricky 207
- kruznice 129
prienik javov 201
- priamky s telesom 143
priesecnik dvoch

priamok 112, 160
- priamKy s rovinou 142
prvky mnoziny 8
prvocislo 10

R

radian 85
ramend uhla 111

rez telesa rovinou 142
riesenie trojuholnika 95-96
rovina E, 110
=5 139
- Gaussova 19
rovnica exponencialna §2-83
- goniometricka 93
rovnica kvadraticka 46
- = normovana 46
- - s absolutnou hodnotou 51
- - 5 parametrom 48
rovnica linearna 38
- logaritmicka 84
rovnica parametricka

priamky 157 - 158, 165
- - roviny 165
rovnica priamky,

smernicovy tvar 159, 160
- - tisekovy tvar 160
rovnica s absolitnou

hodnotou 40
- s neznamou v menovateli 39
- s neznamou v odmocnenci 54
- § parametrom 42
- stredova kuzelosecky 173, 175
rovnica vieobecna

kuzelosecky 175
- - priamky 158
- = roviny 166
rovnobezky 112, 160
rovnobeznost priamok

a rovin 141
rovnolahlost 135
rovnost funkcii 63
- mnohoélenov 28
rozdelenie pocetnosti znaku 206
rozdiel uhlov 112
- vektorov 155
rozklad mnohoélenov 30
- prvociselny 10
rozptyl 208
rozsah suboru 206
rozSirovanie zlomku 15
rozvoj vyrazu (a + b)" 198
roznobezky 112, 160

-
Loy

samodruznost bodov

a utvarov 133 - 135
stitanie komplexnych Gisel 20

séitanie mnohoélenov 28
secnica kruznice 130
sekunda uhlova 11
sinus uhla 86
skladanie zhodnych

zobrazeni 135
smernica priamky 159
spojitost funkcie 210
spojka logicka 7
stereometria 139
stred kruZnice 129
- otacania 135
- stimernosti 134
- usecky 110, 157, 164
strednd 130
stupeii mnohoclena 27
- uhlovy 11
stibor Statisticky 206
sticet a rozdiel argumentov 89
- - goniometrickych funkcii 90
suéet ciferny 10
- pravdepodobnosti 203 - 204
- uhlov 112
- vektorov 154
suéin skalarny vektorov 155, 156
- vektora a Cisla 155
sumernost osova 133
- stredova 134
stradnice bodov 153, 157, 164
- vektorov 155, 157, 164
stistava nerovnic linearnych 58
- - 5§ dvoma neznamymi 61

ststava rovnic grafické rieSenie 43
- - linedarnej a kvadratickej 50

- - linearnych 43, 44
- stradnic 153
stvoruholnik 125, 126
-
T
tangens uhla 86
tetiva kruznice 129
transformacia suradnic 174
trojuholnik 114
- Pascalov 200
tvar algebricky komplexného
Gisla 20
- goniometricky komplexného
cisla 22

- smernicovy priamky 66, 159
- zakladny racionalneho ¢isla 14
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typy trojuholnikoy
tazisko trejuholnika
taznice trojuholnika

u

114
115
115

uhly v rovine, dvojice uhlov 112

- vnutorné trojuholnika 96
uhol dvoch vektorov 154, 155
- konvexny 111
- nekonvexny 111
- nulovy 111
- obvodovy 113
- orientovany 85, 134
- ostry 112
- otacania 135
- plny 111
- pravy 111
- priamy 111
- Smerovy 159
- stredovy 113
- tupy 112
ulohy konstrukéné,

Stvoruholnik 127 - 128
- - kruznica a kruh 131 - 132
- - polohové 142
- - trojuholnik 118
- slovné, riesenie 45
- vypoctové, trojuholnik 123 - 124
umernost nepriama 74, 76
- priama 65
umiestnenie vektora 154
upravy ekvivalentné 38, 56
uréenie grafické postupnosti 99
- roviny 139
tsecka 110
- orientovana 134
utvar konvexny 11
utvary rovinné 110

\',
valec rotaény 148
variacie bez opakovania 183
- s opakovanim 192
vektor 154
- normélovy 159, 166
- nulovy 154
- opaény 155
vektory kolinedrne 154
- komplanarne 154
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velkost uhla 111
- vektora 154
veta binomicka 198
- kosinusova 96
- Moivrova 26
- Pytagorova 117
- sinusova 96
- tangensova 96
vety Euklidove 117
- o derivaciach 213
- 0 limitach 210

- 0 neurcitych integraloch 218
- o operacidch s ¢islami 9, 12, 14
- o podobnosti trojuholnikov 116
- 0 zhodnosti trojuholnikov 116
vlastnosti metrické utvarov

Vv priestore 144 - 146
vnutrajsok kuzelosecky 176
vonkajsok kuzelosecky 176
vrchol uhla 111
- paraboly 68
vrstva gulova 149
vyjadrenie neznaméj zo vzorca 42
vyjadrenie postupnosti 99
- - rekurentné 99
vykony so zlomkami 15
vyluénost javov 201
vymenovanie prvkov

postupnosti 99
vypocet objemu rotaéného

telesa 220
- obsahu plochy 219
vyraz 32
- algebricky SO
- lomeny 32
vyrok 7
vysek kruhovy 129
vysky trojuholnika 115
vzdialenost bodu od priamky

a od roviny 145
- bodu od priamky

v priestore 170
- bodu od priamky

Vv rovine 113, 160
- bodu od roviny 171
- mimobezZiek 146
- priamky od roviny 146, 171
- rovnobeziek 113
vzor a jeho obraz 133
vzorce Vietove 46

vzorec na sucet nekoneéného

geometrického radu 103
- = = prvych n ¢lenov

aritmetickej postupnosti 100
- = = prvych n ¢lenov

geometrickej postupnosti 103
vzorec pre k-ty élen rozvoja

vyrazu (a+ b)" 199
- - nty Elen aritmetickej

postupnosti 99
- - celkovil pravdepo-

dobnost 205

vzfah prevodny logaritmov 82
vztahy medzi goniometrickymi
funkciami 89,90
- prevodové : 22
- pri pocitani s logaritmami 82

Z

zaokruhlovanie realnych ¢isel 16
zésady rieSenia kvadratickej

rovnice 59
zhodnost trojuholnikov 116
zjednotenie javov 201
zlomok 14
zlozka zloZenej funkcie 63
znak Statisticky 206
- kvalitativny 206
- kvantitativny 206
znaky delitel'nosti 10
znazornenie intervalu

na ¢iselnej osi 18
zobrazenia podobné 135
- v rovine 133
- zhodné 133
- zhodné, skladanie 135
zobrazovanie telies 147
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